37ª Olimpíada Brasileira de Matemática

GABARITO Segunda Fase

Soluções Nível 3 – Segunda Fase – Parte A
CRITÉRIO DE CORREÇÃO: PARTE A
Na parte A serão atribuídos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuação máxima para essa parte será 30. NENHUM PONTO deverá ser atribuído para respostas que não coincidirem com o gabarito oficial, abaixo:

	Problema
	01
	02
	03
	04
	05
	06

	Resposta
	0931
	0800
	0014
	0252
	0012
	0141


01. [Resposta: 0931]
Solução: Seja [image: image2.png]


 a solução correta de [image: image4.png]


. A solução de [image: image6.png]bx



 é [image: image8.png]


, logo
[image: image9.png]1
~ =7 —60 2= 60r— 1 =07 =30+ V0L




Como [image: image11.png]


 é da forma [image: image13.png]m +/n



, [image: image15.png]


 inteiros, [image: image17.png]


 e [image: image19.png]n = 901



.
02. [Resposta: 0800]
Solução: 

[image: image20]
Como [image: image22.png]AP



 é tangente a [image: image24.png]


, [image: image26.png]


; analogamente, [image: image28.png]


. Portanto os triângulos [image: image30.png]AQB



 e [image: image32.png]PAB



 são semelhantes. Logo

[image: image33.png]=\/P5- 08

=640 1000 =

800.




03. [Resposta: 0090]
Solução: Dados dois pontos [image: image35.png]


 e [image: image37.png]


, considere a mediatriz de [image: image39.png]


, que é o conjunto dos pontos que estão à mesma distância de [image: image41.png]


 e de [image: image43.png]


. A mediatriz divide o plano em duas regiões: uma, que contém [image: image45.png]


, são os pontos que estão mais distantes de [image: image47.png]


 do que de [image: image49.png]


, e a outra, que contém [image: image51.png]


, consiste nos pontos mais distantes de [image: image53.png]


 do que de [image: image55.png]


.
Usando essa ideia, podemos construir a seguinte figura, que mostra a ordem das distâncias [image: image57.png]


, [image: image59.png]


 e [image: image61.png]


 do ponto para cada vértice.

[image: image62]
Com isso, a probabilidade pedida corresponde à área vermelha, que é proporcional ao ângulo obtuso entre as mediatrizes de [image: image64.png]BC



 e [image: image66.png]AB



, que por usa vez é igual ao suplementar do ângulo [image: image68.png]ABC



. Logo a probabilidade é [image: image70.png]


, e temos [image: image72.png]


 e [image: image74.png]g=18=p-

90



.

04. [Resposta: 0252]
Solução: Sejam [image: image76.png]a<hb<c<d<e



 os elementos de um conjunto largo. Assim, [image: image78.png]b>a+1



, [image: image80.png]c>b+2



, [image: image82.png]d>c+3



 e [image: image84.png]e>d+4



, ou seja, [image: image86.png]1=a<b—-1<c—-3<d—-6<e—10=10



.
Desta forma, [image: image88.png]fa,b—1,c—3,d — 6,e — 10}



 é um subconjunto de [image: image90.png]


. Reciprocamente, se [image: image92.png]{x,y,z,w,t}



 é um subconjunto de [image: image94.png]


 com [image: image96.png]x<y<z<w<t



 então [image: image98.png]x,y+1,z+3,w+6,t+10}



 é um conjunto largo, pois [image: image100.png]y+1—x>1



, [image: image102.png]z+3-(y+1) =2



, [image: image104.png]w+6—(z+3) >3



 e [image: image106.png]t+10—(w+6) > 4



.
Com isso, a quantidade de subconjuntos largos é igual à quantidade de subconjuntos de [image: image108.png]


 elementos de [image: image110.png]


, que é [image: image112.png]


.
05. [Resposta: 0012]
Solução: Note que se [image: image114.png]x>0



 então [image: image116.png]


, ou seja, [image: image118.png]


 não tem raízes pares além de [image: image120.png]


. Além disso, [image: image122.png]fl4x +1) = g(2x) = f(x)



, e [image: image124.png]f4x +3) = g(2x + 1]




. Assim, a única raiz na forma [image: image126.png]4x + 3



 é [image: image128.png]


.
Faltam encontrar as raízes da forma [image: image130.png]4x +1



: ela é raiz se, e somente se, [image: image132.png]


 é raiz. Com isso, podemos reduzir todas as raízes para algum número menor do que [image: image134.png]


. Temos [image: image136.png]


, [image: image138.png]


, [image: image140.png]


 e [image: image142.png]


. Com isso, as raízes são obtidas iterando as sequências [image: image144.png]


 e [image: image146.png]


 definidas por [image: image148.png]


 e [image: image150.png]a,

4a, 4+1



 e [image: image152.png]


 e [image: image154.png]


. A seguinte tabela nos dá as raízes até [image: image156.png]2015



:
	[image: image157.png]



	[image: image158.png]



	[image: image159.png]



	[image: image160.png]



	[image: image161.png]



	[image: image162.png]



	[image: image163.png]



	[image: image164.png]



	[image: image165.png]




	[image: image166.png]



	[image: image167.png]



	[image: image168.png]



	[image: image169.png]



	[image: image170.png]21




	[image: image171.png]85




	[image: image172.png]341




	[image: image173.png]1365




	[image: image174.png]> 2015





	[image: image175.png]



	[image: image176.png]



	[image: image177.png]13




	[image: image178.png]53




	[image: image179.png]213




	[image: image180.png]853




	[image: image181.png]> 2015




	
	


Logo temos [image: image183.png]7+5=12



 raízes entre [image: image185.png]


 e [image: image187.png]2015



.

Observação: pode-se provar que as raízes são da forma [image: image189.png]


 ou [image: image191.png]


, [image: image193.png]


 inteiro não negativo.
06. [Resposta: 0141]

Solução: Dividindo a primeira equação por [image: image195.png]


, a segunda por [image: image197.png]


 e a terceira por [image: image199.png]


, obtemos
[image: image200.png]



Seja [image: image202.png]


. Então [image: image204.png]


, [image: image206.png]


 e [image: image208.png]


. Multiplicando as três equações, obtemos

[image: image209.png]PP—6P2+11P —6




[image: image210.png]& P3—6P2+11P—12





[image: image211.png]&P =40uP?—-2P+3





Como [image: image213.png]a,b,c



 são reais, [image: image215.png]


. Com isso, [image: image217.png]


, [image: image219.png]


, [image: image221.png]


 e [image: image223.png]


, ou seja, [image: image225.png]a

b=2c



. Pode-se verificar que [image: image227.png]a

b=2c



 satisfaz a equação. Com isso, [image: image229.png]


 e [image: image231.png]


. Logo [image: image233.png](@+b+0)°=(g5




. Assim, a soma é [image: image235.png]141



.
Soluções Nível 3 – Segunda Fase – Parte B
PROBLEMA 1:

A resposta é [image: image237.png]22051



. Primeiro, note que o que determina a cor final da casinha é a paridade da soma da quantidade de vezes que os botões da sua linha ou da sua coluna são apertados. Com isso, concluímos que:

· apertar duas vezes o mesmo botão é o mesmo que não apertar o botão;
· a ordem em que os botões são apertados não importa.
Com isso, podemos escolher apertar ou não cada botão, dando duas escolhas para cada, em um total de [image: image239.png]22052



 combinações dos botões.

Sejam [image: image241.png]


 e [image: image243.png]


 os conjuntos dos botões apertados nas linhas e nas colunas, respectivamente. Denote por [image: image245.png]


 e [image: image247.png]


 os conjuntos dos botões não apertados nas linhas e nas colunas, respectivamente. Portanto:

· as casas nas interseções das linhas e colunas correspondentes a [image: image249.png]


 e [image: image251.png]


 mudam de estado duas vezes, ou seja, se mantêm iguais;

· as casas nas interseções das linhas e colunas correspondentes a [image: image253.png]


 e [image: image255.png]


 mudam de estado uma vez, ou seja, mudam de cor;

· as casas nas interseções das linhas e colunas correspondentes a [image: image257.png]


 e [image: image259.png]


 mudam de estado uma vez, ou seja, mudam de cor;

· as casas nas interseções das linhas e colunas correspondentes a [image: image261.png]


 e [image: image263.png]


 não mudam de cor.

Em resumo: [image: image265.png](L, C)



 e [image: image267.png](L,C)



 não mudam e [image: image269.png]


 e [image: image271.png](L,C)



 mudam.

Note que se fizermos outra combinação de botões, correspondentes a [image: image273.png]


 e [image: image275.png]


 (ou seja, apertamos os botões que não apertamos na outra combinação e vice-versa), obtemos a mesma configuração. Reciprocamente, se temos uma configuração, podemos identificar as casas que não mudaram, e com isso, encontrar [image: image277.png](L, C)



 ou [image: image279.png](L,C)



. Mas esses pares são correspondentes entre si, então cada tabuleiro é gerado por exatamente dois pares.

Então cada configuração pode ser obtida de duas maneiras e logo há [image: image281.png]= 2051




 configurações.
	CRITÉRIO DE CORREÇÃO:

( Obteve a resposta correta: [+ 2 pontos] 

( Notou que podemos decidir entre apertar ou não cada botão: [+ 1 ponto]
( Investigou o que acontece com as interseções de linhas e colunas: [+ 3 pontos]
( Mostrou que [image: image283.png](L, C)



 e [image: image285.png](L,C)



 dão o mesmo tabuleiro: [+ 2 pontos]
( Verificou que cada tabuleiro gera os pares [image: image287.png](L, C)



 e [image: image289.png](L,C)



: [+ 2 pontos]
As seguintes pontuações não se acumulam com as anteriores nem entre si:

( Notou que a ordem não importa: [1 ponto]
( Tentou casos particulares: [0 ponto]

( Escreveu somente a resposta incorreta [image: image291.png]22052



: [0 ponto]
 


PROBLEMA 2:
A resposta é [image: image293.png]


.

[image: image294]
Usando potência de ponto, obtemos [image: image296.png]BM -BC




 e [image: image298.png]DA?




. Dividindo as duas equações obtemos [image: image300.png]or _ 57
o2~ op



. Sendo [image: image302.png]ADP >~ NBM



, os triângulos [image: image304.png]ADP



 e [image: image306.png]MBN



 são semelhantes pelo caso LAL. Portanto [image: image308.png]APD =~ MNB



 e, sendo [image: image310.png]AB |l CD



, [image: image312.png]MN || AP



. Logo [image: image314.png]ANMP



 é um trapézio, e sendo inscrito, isósceles. Dessa maneira, [image: image316.png]MP = AN = AB—BN = AB




.

	CRITÉRIO DE CORREÇÃO:
( Mostrou que [image: image318.png]ANMP



 é um trapézio isósceles: [+ 8 pontos]
As seguintes pontuações não se acumulam com as anteriores nem entre si:

( Só a resposta: [0 ponto]
( Só a figura: [0 ponto]
( Marcações de ângulos: [0 ponto]
( Calculou [image: image320.png]DP



: [1 ponto]
( Mostrou que os triângulos [image: image322.png]ADP



 e [image: image324.png]MAP



 são semelhantes ou que [image: image326.png]APD =~ MPA



: [3 pontos]
( Mostrou que os triângulos [image: image328.png]ADP



 e [image: image330.png]MBN



 são semelhantes: [5 pontos]
( Mostrou que [image: image332.png]MN



 é paralelo a [image: image334.png]AP



: [6 pontos]
A pontuação a seguir se acumula com as anteriores:

( Calculou [image: image336.png]AN



: [+ 2 pontos]
Alguns valores de segmentos para referência (não valem pontos exceto se indicado acima):

[image: image337.png]5 AP=14; AM = 2V14







PROBLEMA 3:
A resposta é [image: image339.png]92



.
Usaremos o seguinte lema, que pode ser utilizado sem demonstração:

Lema. [image: image341.png]mdc(a” —1,a° — 1) = g™de(ns) _ 1



. Em particular, [image: image343.png]


 e [image: image345.png]


 implica [image: image347.png]gmde(rs)

(médm)



.
Por completude, demonstramos o lema: seja [image: image349.png]mdc(a”— 1,a°*—1)



. Então [image: image351.png]


 e [image: image353.png]


, e portanto [image: image355.png]a xSy

(méd d)



 para todos [image: image357.png]X,y



 inteiros. Pelo teorema de Bezóut, o menor valor inteiro de [image: image359.png]rx + sy



, [image: image361.png]X,y



 inteiros, é [image: image363.png]mdc(r,s)



, logo [image: image365.png]gmde(rs)

(méd d)



, ou seja, [image: image367.png]d| qmdelrs) — 1 — g < gmdelns) _q



. Por outro lado, como [image: image369.png]mdc(r,s)



 divide [image: image371.png]


 e [image: image373.png]


, [image: image375.png]


 e [image: image377.png]


, logo [image: image379.png]gmde(rs) _ 1



 é divisor comum de [image: image381.png]


 e [image: image383.png]


, e logo [image: image385.png]d = qmde(rs) _ 1



. Com isso, [image: image387.png]d = gmde(rs) _ 1



.

Primeiro veja que [image: image389.png]201!

5.13-31



, então basta que [image: image391.png]


 seja múltiplo de [image: image393.png]


, [image: image395.png]13



 e [image: image397.png]31



 para algum [image: image399.png]


. O número [image: image401.png]


 não pode ser múltiplo de nenhum desses primos.

· Pelo teorema de Fermat, [image: image403.png]1(méd5) & a*

(méd5)



; assim, [image: image405.png]


 pode ser qualquer inteiro positivo não múltiplo de [image: image407.png]


.
· Além disso, [image: image409.png]a®(13)

(méd 13) < a2 = 1(mébd 13)



. Como [image: image411.png]mdc(27,12) = 4



, devemos ter
[image: image412.png]gmde(2™12)

(méd13) = a*=1(méd 13) & a = +1,+5 (médd 13).




· Finalmente, [image: image414.png]a®(31)

(méd 31) < a3°
a
1 (méd 31)



, e temos
[image: image415.png]gmde(27.30)

(méd31) = a2 =1 (méd31) & a = +1 (méd 31).




Com isso, podemos formar a seguinte tabela com os menores valores de [image: image417.png]a>1



, não múltiplos de [image: image419.png]


, que satisfazem cada sistema de congruências:
	
	[image: image420.png]1(méd 13)




	[image: image421.png]5(méd 13)




	[image: image422.png]8(mébd 13)




	[image: image423.png]a =10(mbd 13)





	[image: image424.png]1(méd 31)




	[image: image425.png]



	[image: image426.png]a

187




	[image: image427.png]a

528




	[image: image428.png]311





	[image: image429.png]a = 30 (méd 31)




	[image: image430.png]92




	[image: image431.png]a

278




	[image: image432.png]a

216




	[image: image433.png]a = 402






O valor mínimo de [image: image435.png]


 é, então, [image: image437.png]92



. Nesse caso, podemos escolher [image: image439.png]


, e [image: image441.png]92¢ —1



 é múltiplo de [image: image443.png]2015



.

	CRITÉRIO DE CORREÇÃO:

( Viu módulo [image: image445.png]


 e concluiu que basta [image: image447.png]


 não ser múltiplo de [image: image449.png]


: [+ 2 pontos]
( Viu módulo [image: image451.png]13



 e concluiu que basta [image: image453.png]


: [+ 3 pontos]
( Viu módulo [image: image455.png]31



 e concluiu que basta [image: image457.png]


: [+ 3 pontos]
( Resolveu os oito sistemas de congruências e concluiu: [+ 2 pontos]
As seguintes pontuações não se acumulam com as anteriores nem entre si:

( Reduziu o problema a ver módulo [image: image459.png]


, [image: image461.png]13



 e [image: image463.png]31



: [1 ponto]
( Enunciou o lema: [0 ponto]
( Demonstrou o lema: [2 pontos]
( Só a resposta: [2 pontos]
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