382 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
22 Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)
GABARITO PARTE A - Cada problema vale 5 pontos

CRITERIO DE CORRECAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo méaxima para essa parte
serd 30. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o gabarito oficial,
abaixo:

Problema | 01 02 03 04 05 06
Resposta | 4087 | 0024 | 0008 | 0060 | 0021 | 0035

1. [Resposta: 40871

Solugao: Como 1! = 1,2! = 2,3 =3.2! =6,4! = 4-3! =24,5! = 5-4! = 120, 6! = 6-5! = 720,
71=7-6!=5040e8! =8-7! =40320, 1! + 2! +--- 4+ 7! < 100000 < 1! 42! + - - - 4- 8!, e 0 nimero na posic¢do
10000 é obtido tirando os primeiros 1! + 2! 4 - - - + 7! ntimeros de 10000:

10000 — 1! — 2! — ... = 7! = 4087.

2. [Resposta: 0024]

Solucio: Temosr? = 12r +12 = 1> =12 +12r = 12(12r + 12) + 12r <= 3 = 156r + 144 = 1t =
15612 + 144r = 156(12r + 12) + 144r <= r* =12 (168r + 156).

Logo r = Cphdt — /122156 . 14(;% — 144) = 13(r4/12 — 156) <= 14 — 168/3 _ 14 _ 0 ou seja, 7 6 raiz
dex* — 168x3 _ Ll —

Para mostrar que tal polinémio é tinico, veja que r* = ar® + b =cr> +d = (a—c)r’ =d — b, de modo que
ou  é raiz ctibica de um racional (o que néo é possivel pois r = 6 +4v/3)oua —c=0 <= a=c = b=d.
Com isso,a+b = %—I—% =24,

3. [Resposta: 0008]
Solucio:
Temos AC = AB — BC =4 — 2 = 2. Pelo teorema de Ceva, sendo H a interseg¢do de BG e AD,

DH AC BE _, _ DH_ED
HA CB ED HA — BE

Entdo EH | BE, e sendo HED e ABD semelhantes,

<= EH | AB.

— <—= EH = =3.

EH _ED 46
AB  BD 8

Finalmente, como m(ABD) + m(AGD) = 90° 4-90° = 180°, o quadrilatero ABDG é inscritivel. Com isso,

AG 1 1 BE 2
GD  tg(GAD)

tg(GBD) HE 3

Logop=2,q=3epl=23=8.

4. [Resposta: 0060]

Solugdo:

Primeiro note que n < 60 pois temos os tridngulos semelhantes ao (3,4, 5), de perimetro 12, e (5,12,13), de
perimetro 30, e mmc(30,12) = 60. Com isso, usamos os tridngulos (15,20, 25) e (10,24, 26).

Agora, suponha que a é o menor cateto. Note que a®> = (c — b)(c +b), e que c — b e c + b tém a mesma paridade,
e c — b < c+ b. Encontraremos tridngulos primitivos, ou seja, b e c primos entre si para valores pequenos de a:

e Primeiro note que o perimetro é maior do que 34, logo se o perimetro é menor que 60 entdo a < 20. Além
disso, é imediato que a # 1, e que mdc(c — b, c +b) < 2. Finalmente, como b > a, (c+b) — (c —b) = 2b >
2a.

e 0 =2:(c—b)(c+b)=4ndo tem solucdo pois ¢ — b e c + b deveriam ser ambos pares e, portanto, iguais a
2.

e Sea é primo impar, (c — b)(c +b) = a®> <= c—b=1ec+b = a?, e obtemos perimetro a> + a, que é
menor que 60 se, e somente se, 2 < 5. Obtemos (3,4,5) e (5,12,13), respectivamente.

382 Olimpiada Brasileira de Matematica — 22 Fase — Nivel 3— www.obm.org.br 1



e Sea = 2p, p primo, (c — b)(c +b) = 4p* c — b e c + b sdo ambos pares, logoc —b =2ec+b =2p? e
obtemos ¢ = p?> + 1 e b = p? — 1, que ndo sdo primos entre si para p impar; para p = 2, temos ¢ = 5 e
b=23.

e Sobrama € {8,9,12,15,16,18}. Paraa = 8, temos (¢ —b)(c +b) = 64, demodoquec —b =2ec+b =32,
para o qual o perimetro é 40, tridngulo (8,15,17). Paraa = 9, temos (c — b)(c +b) =81, etemosc—b =1
ec+ b = 81, para o qual o perimetro é 90. Para a = 12, temos (¢ — b)(c +b) = 144, etemosc —b =2e
¢+ b = 72, com perimetro 84. A outra possibilidade para distribuir os fatores é c — b = 8 e c + b = 18, mas
aib < a. Paraa = 15, temos (¢ — b)(c + b) = 225, e temos ¢ — b = 1 e ¢ + b = 225, para o qual o perimetro
€240, ouc—b=9ec+b =25 paraoqualb < a. Paraa =16, (c—b)(c+b) =256 <= c—b=2e
¢+ b = 128, com perimetro 144. Finalmente, para a = 18, (c — b)(c + b) = 18% e c + b > 81 (pois todos os
fatores 3 devem ir para o mesmo fator), perimetro pelo menos 99.

Com isso, os tridngulos primitivos com perimetro menor do que 60 sdo (3,4,5), (5,12,13) e (8,15,17), de
perimetros 12, 25 e 40. Com isso, verificamos que o menor mdc ocorre para 12 e 25, que é 60.

5. [Resposta: 0021]

Solugdo: Temos P(x) = a(x — x1)(x — x2) ... (x — x19). Assim, P(n) é o produto de pelo menos dez inteiros
distintos. Tomando a = 1, temos exatamente dez inteiros distintos. Podemos fazer dois deles iguaisalea —1, e
0s outros oito inteiros tém médulo pelo menos 2. Se tomarmos como esses inteiros p, —p, p?, —p?, p°, —p>, p* e
—p*, p primo, obtemos P(n) = —p*, que tem 21 divisores positivos.

Se P(n) tiver k fatores primos, entdo a quantidade de divisores positivos é pelo menos (1 + 1)* = 2k, Assim
k < 4. Para k = 4, como cada um de oito inteiros tem pelo menos um fator primo, algum primo aparece duas
vezes, e a quantidade de divisores positivos é pelo menos (2 + 1) - (1 +1)% = 24. Para k = 3, se algum primo
aparece em quatro inteiros, algum dos outros dois aparece em outros dois e a quantidade de divisores é pelo
menos (4+1)-(2+1)-(1+1) = 30; se todo primo aparece em trés inteiros, algum outro aparece em trés
inteiros, e a quantidade de divisores é pelo menos (3+1)- (3+1)-(1+1) = 32.

Falta o caso em que P(n) tem exatamente dois divisores primos distintos. Mas s6 é possivel ter menos de 21
divisores quando um deles aparece em um inteiro e o outro, em sete; caso contrdrio, a quantidade de divisores é
(d+1)(8—d+1) > 3-7 = 21. Mas se um primo p s6 aparece em um inteiro, os outros sete devem ter pelo
menos quatro expoentes diferentes em g, e a quantidade de fatores g é pelomenos 1 +1+2+2+3+3+4 = 16,
e portanto ha mais de 2 - 17 = 34 divisores.

6. [Resposta: 0035]

Solucdo: Sendo k a quantidade de pegas do tipo 1, a quantidade de casas no tabuleiro é mn = 4k +3 =
4(k+1) — 1. Além disso, sendo ¢ a quantidade de pecas do tipo 2, a quantidade de casas no tabuleiro é
mn=30+2=3({+1)—1. Logomn+1=4(k+1) =3({+1) é multiplo de 4 e 3, e é portanto multiplo de 12.
Com isso, mn pode ser igual a 11, 23, 35, . ... Como 11 e 23 sdo primos, nesse caso o tabuleiro teria uma linha ou
uma coluna, e ndo é possivel preencher com pecas do tipo 1 nem do tipo 2.

Para m = 5 en =7, temos as seguintes possibilidades de preencher o tabuleiro:
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382 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
22 Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)
GABARITO PARTE B - Cada problema vale 10 pontos

PROBLEMA 1. Como ha trés cores para?7 = 3 -2+ 1 casas em cada fila, cada linha tem pelo menos 3
casas vermelhas e cada coluna tem pelo menos 3 casas azuis. Logo o tabuleiro tem pelo menos 3 - 7 = 21 casas
vermelhas e 3 - 7 = 21 casas azuis.

Suponha que ha pelo menos 22 casas vermelhas. Assim, pelo principio da casa dos pombos, alguma coluna
tem pelo menos 4 casas vermelhas, o que ndo é possivel pois deveria haver pelo menos mais 4 casas azuis. Da
mesma maneira mostramos que nédo é possivel haver 22 ou mais casas azuis.

Logo ha 21 casas vermelhas, 21 casas azuis e 49 — 21 — 21 = 7 casas marrons. O seguinte exemplo mostra a
existéncia de um tabuleiro com essas condi¢oes.

Critério de Correcdo

e Concluir que cada linha possui pelo menos 3 casas vermelhas (ou que cada coluna possui pelo menos 3
CASAS AZUES) + -« e et ettt ettt et e e e et et e e e e e e e e e e [2 pontos]

e Mostrar que o tabuleiro deve possuir pelo menos 21 casas vermelhas......................... [2 pontos]

e Mostrar que ndo podem existir mais de 21 casas vermelhas ou mostrar que devem existir pelo menos 7
CASAS INATTOIS « « « e e v vttt et e ettt et e e et et e e e e e e e e e e e e [2 pontos]

o Exibir um exemplo de pintura do tabuleiro satisfazendo as condi¢ées do enunciado.......... [4 pontos]

PROBLEMA 2. Seja GM = ke MA = 3k. Sendo M a intersecédo das retas AG e BC, por poténcia de
ponto temos MG - MA = MB? = MC?> => MB = MC = k+/3. Considere o arco capaz de 60° que passa por
B e Ceocirculo de centro M e raio MA. Esses dois circulos se tangenciam no ponto médio D do arco BC, pois

BCD é equilétero e, portanto, MD = kv/3. Assim, A esté fora ou sobre o ponto de tangéncia do arco capaz, de
modo que m(BAC) < 60°. O valor méximo ocorre para A = D.

Critério de Correcdo
o Calcular MB. ... . [2 pontos]

e Mostrar o exemplo em que m(BAC) = 60° . ... ..oouuiiet it [1 ponto]
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o Mostrar que 7(BAC) < 60° ... .ottt [7 pontos no total]

— Construir os dois circulos (com descri¢do explicita no texto — s6 desenho ndo vale) ... ... [4 pontos]
— CONCIUIT. .o [3 pontos]
ou
AC) = V3
- Mostrar que cotg(BAC) = Toan(ARIC) ©* "t [5 pontos]
— Concluir. ..o [2 pontos]

(Nenhuma das duas pontuagdes anteriores se soma com nenhuma das outras duas pontuagdes)

PROBLEMA 3. Podemos reescrever o 3-analogo [n], na forma

-1 1,
3-1 2%

[n]3 =

Vamos contar a quantidade de fatores 5 em (2%6) 5+ Primeiro note que 5 divide [n]3 se, e somente se, 1 é miltiplo

de 4, pois 3%+ — 1 =3"(3%)F =1 =3"—~1 (mod 5), 0 < r < 3, e testando os valores de r vemos que r = 0.
Agora, suponha que n = 4 - 5%m, em que m ndo é multiplo de 5. Com isso, 3" — 1 = (3*+%" — 1)((3*%")"~1 4
(3+5%)m=2 1... 1-1). Como 3*%" =1 (mod 5), o segundo fator é congruente médulo 5 a uma soma de m uns,
ou seja, ndo tem fator 5. Finalmente,

34.5“ 1= (34-5""1 _ 1)((34-5”"])4 Lt 1)_

Set=5q+7r0<r<4entiot’ = (5q+7r)° = (?)(511)1’4 + 75 =75 (mod 25). Assim, indutivamente, 5 = 5
(mod 25). Aplicando o resultado para t = 3* = 81, temos que o segundo fator do produto acima é congruente a

345" 3451 _ 1. como 3* — 1 tem um

5 médulo 25, e portanto — 1 tem exatamente um fator 5 a mais do que
fator 5, 3" — 1, e portanto [n]3, tem um total de « + 1 fatores 5.
Note que ainda podemos cortar os g-andlogos no fatorial (ou seja, [+ 1]!; = [n+ 1], - [1]4!). Com isso, podemos

escrever

2016\  [2016]3[2015]3.. . [1979]3
< 38 >3 a [38]5! '

Entre 1979 e 2016 temos 10 multiplos de 4, entre os quais 1980 tem um fator 5 e 2000 tem 3 fatores 5; entre 1 e 38
temos 9 multiplos de 4, sendo 20 com 1 fator 5. Com isso, a quantidade de fatores 5 em (Zggf) ;€1+3=4
Uma conta andloga mostra que se n = 2%m, m impar, e « > 0, entdo [n]; tem a + 1 fatores 2, e que [n]3 ndo tem
fatores 2 para n impar. Com isso, como entre 1979 e 2016 ha 19 pares, 10 maltiplos de 4, 5 multiplos de 8, 3
multiplos de 16, um multiplo de 32 e um miltiplo de 64, e entre 1 e 38 ha 19 pares, 9 mdiltiplos de 4, 4 mdltiplos
de 8, 2 multiplos de 16 e um multiplo de 32, a quantidade de fatores 2 em (Zgéé)S é6—-1=5.

Logo a quantidade de zeros no final de (2%6)3 é 4. Critério de Correcao

e Calcular a quantidade de fatores 5em [1]3 ..ot [2 pontos]
e Calcular a quantidade de fatores 5 em (zgé6)3 ................................................ [3 pontos]
e Calcular a quantidade de fatores 2 em [1]3 .........ooioii i [2 pontos]

e Calcular a quantidade de fatores 2 em (“557) 5 «+vvvvvvviviiiiiiiiii [3 pontos]

e Observagdo: é permitido usar diretamente o teorema Lifting the Exponent para célculo da quantidade de
fatores: sendo v, (k) a quantidade de fatores primos p em k, v, (a" — 1) = vp(a — 1) + vp(n) se p é primo
impar e a — 1 é multiplo de p e 15(a" — 1) = 15(a®> — 1) + 1»(n) — 1 se a é impar.
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