XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Primeira Fase

Solucgdes Nivel Universitario

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:

Pelo enunciado, temos

f(X) = (x—D(x+ D)(x—c) =X - —x+¢, f(X) =3 —2cx—1, donde f'(-1)=2(1+c) e
f'(1)=2(1-c).

Assim, as equacOes das retas AC e BC sio, respectivamente,
y=2(1+c)(x+1) ey=2(1-c)(x-1).

[2 pontos até aqui]

Igualando para obter as coordenadas de C, temos
(1+0x+1)=(1-0c)(x-1)

=-l/c
y=2(c+1)(c-1)c

Assim a &ea pedida é S = |2(c + 1)(c — 1)/c|, pois o triangulo ABC tem base AB = 2 e dltura
Y| =[2(c+1)(c-1)/c|.

[+3 pontos até aqui]

Como c eaédrea Ssdointeiros, temosc | 2(c + 1)(c — 1).
Mas (c + 1) e (c — 1) sdo primos com ¢, dondec | 2.
Assimc=xlouc= +2.

Os casos ¢ = 1 ddo S= 0, um tridngul o degenerado.
Oscasosc=+2ddo S=3.

O valor da érea é, portanto, igual a 3.

[+5 pontos, solugdo completa]

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:
senx[] _, [0senx+ cosxX]

Temosln(l+tgx)=|n§[ cost_IrE p— H

Entretanto, sen 5 + IR senx (:oslT +sen—ncosx =£(senx +cosXx), elogo
H "4 44 2

0 1
senx + Cosx =+/2 senFx +—m [3 pontos
¢+ 4 [3pontos]

E,\/Esen HDB
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Assim, In(1+tgx)-InD— ——+Insen 1O -Incosx, donde
O COSX g BX H

]



J’O%In(1+tgx)dx- +J'%In seon de J’yln cosx dx. [+ 3 pontos]

Agora, senD +1—T =Cos o X + =Cco g T , donde
H " 2H ﬁ?ﬂ'ﬂﬁ M2 5

J’O%In senﬁwgﬁdx =J'O%In co%;—%dx =J'O%In cosy dy (fazendo a substituicio y=17:—><),

donde J’O%In(1+tgx) dx = 2 [+ 4 pontos]

SOLUGAO ALTERNATIVA DO PROBLEMA 2:

Seja | :J'Zln(1+tgx)dx; faga u :E—x, du = —dx. [ 2 pontos] .

Entdo | —J’ In%Hthzl u%(—du) J’

J’ n]—g du [ +3 pontos] .

an—IDZt T[ﬂjh . n2

:J’OZInZdu —J’OZIn(1+tgu)du = .[ +5 pontos]

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:
LEMA: O tetraedro de maior volume inscrito na esfera unitéaria X’ + y* + Z = 1 é o tetraedro

regular. Seus vértices podem ser tomados como (+ ¢, + ¢, £ ¢) com um nimero par de sinais —
ondec = +/3/3. Suaarestaéa = 2./6/3eseuvolumeéV = 8/3/27.

O dipsoide do problema € obtido a partir da esfera unitaria aplicando a transformagéo linear
B 0 0O
T:mm@Aa:@ 4 o
05
no dipsodide multiplicando o volume por [det (T)| = 60. Assim um tetraedro de volume méximo é
(x3c, +4c, + 5c), com um nimero par de sinais—, de volume160\/§/9.

. Tetraedros inscritos na esfera sdo levados em tetraedros inscritos

Demonstracéo do LEMA:

A Unica parte ndo trivial é a de provar que um tetraedro de volume maximo deve ser regular.
Vamos provar gue todas as faces de um tetraedro de volume méximo sdo tridngulos equilateros.
Para isso vamos fixar o vértice V, e variar os vértices V4, V,, V3 restritos ao circulo definido por
estes pontos. Ora, com este tipo de mudancga a altura do tetraedro ndo muda, donde maximizamaos
0 volume maximizando a area do tridngulo V4, V5, V. E um fato sabido e de facil demonstragio
gue o tridngulo de &rea méxima inscrito em um circulo dado é o equilétero.

Solucéo usando o lema mas sem a demonstracéo do lema: [ 8 pontos]
Solucdo completa, incluindo a demonstracdo do lema: [10 pontos]




SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

Temos, de A’ +B? =(A+B)? =(A +B)(A +B) =A° +AB +BA +B” que AB + BA = 0.

Agora, A°+B%=(A+B)° =(A +B)(A +B)2 =(A +B)(A? +B?) =A® +AB?> 4BA? +B°, donde
AB?+BA’ =0. Como BA=-AB, 0=AB’+BA*> =AB* —-ABA =A(B* -BA) e como A ¢é
invertivel, B> —BA=0. [+ 2 pontos]

Temos, também A® + B® = (A +B)® =(A +B)?(A +B) =(A’ +B?)(A +B) =A° +A’B +B2A +B°,
donde A?B+B?A=0. Como B?=BA, segue que A’B+BA”* =0, g como BA=-AB, cbtemos
0= A’B +BA? = A’B - ABA =A(AB -BA),donde AB = BA, pois A éinvertivel. [+ 4 pontos]
Finalmente, de AB + BA = 0, segue que 2AB =0, donde, como A éinvertivel, devemos ter

B = 0. [+ 3 pontos]

SOLUGAO DO PROBLEMA 5:

Sabemos que para todo natural k existe um polinémio B, (t) =¢, t* +... +¢, .t +C,
de grau k tal que cos(ka) = P, (cosa) paratodo a.

Por exemplo, P, =1 P =t,P, =2t* -1

Temos portanto

a; = P_,(cos(ja)) = Z C’l—l,k(COS(ja))k
0<K<i
Podemos agora, parai > 1, subtrair ¢_,, vezes a primeira linha da i-ésima linha sem alterar o

determinante obtendo assim que, parai > 1, a; = Z 1« Lcos( ja)).
o<k<i

Para i > 2, subtraimos ¢_,, vezes a segunda linha da i-ésima linha, ainda sem alterar o
determinante.
Repetindo o processo, vemos que det(A) = det(B) onde b :cl_l,i_l(cos(ja))“l Assim, a menos

dos fatores ¢ B é uma matriz de Vandermonde, e seu determinante éigual a

1-1i-1?

|_|q_l.|—1 [I_I (COS(]l m) (COS(]O m)) (_2)n(n—1)/2 EI_|Q—1| . [(11 + J %?1[(]1 JO

i<n jo<h isn 1<J

Assm det(A) = 0 se e somente se existem 1< j, < j, <n tas que senMD-O ou

O
seni—ho)al

O 2 0O
Masisto ocorre se e somente se (j, * j,)a = 2Krt, Kinteiro.
Ou sga, det(A) = 0 seesomente se o = 2k1/(j, + j,) paraalguma escolhade 1< j, < j, <n

Falta verificar quais os valores possiveisde j, + j,.

Paran< 1 o problema étrivial (det(A) = 1), donde ndo hd nenhum a com essa propriedade.
Paran = 2, os Unicos valores possiveisde j, + j,sdo 1 e3,

donde o deve ser da forma 2; comkinteiro



Paran> 2, |, * j, assume todos os valores inteiros positivos m até 2n-1, donde o deve ser da
forma 2k TYm, com m< 2n-1 ek inteiro.

Observagao [N&o vale pontos extras]:

Temos ainda ¢, , = 2 parak > 1
donde I_l Corin = o212 o

Isn

det(A) — (_1)n(n—l)/2 |2(n—l)2
E(Jl + Jo B Jo

it I

Demonstracdo da afirmacdo cos(ka) = Py(cos(a)) [N&o vale pontos extras):
Temos cos((k +1)a) +cos((k —1)a) =2cos(ka) [dosa, donde, assumindo que o resultado vale para

k —1 e para k cos((k +1)a) =2cosa [P, (cosa) —P,_,(cosa), o0 que prova o resultado fazendo
Ru(X)=2xP.(X) —R_(X), para k=1, com R(x)=1 e P,(x)=x Note que, sabendo que o
coeficiente lider ¢, de B(x) € 2, segue imediatamente que o coeficiente lider c,,,,,, de
P, (X) & 22t =21 =207,

Conjecturar aresposta sem demonstrar: [1 ponto].
Solugdo correta paran > 2, ignorou 0 caso n = 2 : [9 pontos].
Fazer apenas os casos n < 2: [1 ponto].

Fazer apenas os casos n < 3: [2 pontos].

06 . Vamos estimar inicialmente a quantidade de tipos de nimeros de 2005 algarismos a menos de
uma permutacdo de seus algarismos. Um tal tipo de nimeros esta determinado pelas quantidades

Xg1 X, % de algarismos iguais a O, 1, ..., 9, respectivamente; devemos ter
X X +... X% =2005.

Assim, a quantidade desses tipos de nimeros € no maximo, o nimero de soluces de
X, + X +...+X =2005, com x 20 para 0<i<9, queée

[P005+90 (120141

[ 0=0 . [ <2014° <(10%)° =10%. [3 pontos]
O 9 00 90
Por outro  lado n% tem 2005  algarismos  se e somente  se

2004 2005 005 2004
10 < n” <10 < 107 <n<107% , donde hapelo menos 10 ¥ —-10 7 naturais n tais que

n*’ tem 2005 algarismos. Entretanto,




006 2004 004 1 ] 20040 Indo 2004
10# -10% =10% [10¥ -14=10 ¥ Je? —E >10 % M >10" ﬂ@ >10" >2005 10,
[ 0 0 0 27 27
donde, pelo principio da casa dos pombos, h& peo menos 2005 naturais n tais que n®’ tem 2005
algarismos e esses nimeros n? s3o todos do mesmo tipo (seus algarismos s30 0s mesmos a
menos de uma permutagéo). [+7 pontos]

1
Nota: E possivel estimar 102 —1 sem usar adesigualdade e -1 x. Por exemplo:

1
1

L1 e 1 1 1 1 = 1
1077 >10% = E;lo2 0o >3 >(l 7)8 >(L 3)4 >(L 12)2 >1,05, donde 10 -1>0,05>— (que
O 0O 100
foi 0 que usamos).



