
Aprenda Teoria de Galois(em 24 horas!)Eduardo Tengan7 de fevereiro de 2002Apresentamos aqui alguns resultados b�asi
os da teoria de Galois. Os resul-tados s~ao 
l�assi
os mas a abordagem difere substan
ialmente de textos 
omoJa
obson, de modo que in
lu��mos diversas provas. Para simpli�
ar a exposi�
~ao,enun
iaremos os resultados para Q, por�em �e f�a
il ver que os resultados se es-tendem ipsis literis para 
orpos de 
ara
ter��sti
a 0 e mesmo para 
orpos de
ara
ter��sti
a positiva.Paramaiores detalhes e outras abordagens, 
onsulte qualquer livro de �Algebra,
omo por exemplo Ja
obson.1 Polinômios sim�etri
osO primeiro 
on
eito de que ne
essitaremos �e o de polinômio sim�etri
o: umpolinômio �e sim�etri
o se ele n~ao se altera quando inter
ambiamos duas de suasvari�aveis. Provavelmente os polinômios sim�etri
os mais simples s~ao os 
hamadosde polinômios sim�etri
os elementares :s1 = x1 + x2 + � � �+ xns2 = x1x2 + x1x3 + � � �+ xn�1xns3 = x1x2x3 + x1x2x4 + � � �+ xn�2xn�1xn...sn = x1 : : : xn�1xnUtilizando os polinômios sim�etri
os elementares, �e f�a
il produzir outros polinômiossim�etri
os, tais 
omo s2+s3, s21sn e, em geral, qualquer polinômio em s1; s2; : : : ; sn.O fato interessante �e que esta �e a �uni
amaneira de produzir polinômios sim�etri
os.A demonstra�
~ao �e simples e a reproduzimos aqui.Em primeiro lugar, ordenamos os monômios segundo uma ordem grau-lexi
ogr�a�
a,isto �e, diremos que x�11 x�22 : : : x�nn > x�11 x�22 : : : x�nn se o grau P�i do primeiromonômio for maior do que o grauP�i do segundo ou, se os graus forem iguais,o primeiro for lexi
ogra�
amente maior do que o segundo (em outras palavras,existe um k tal que �i = �i para 1 � i < k e �k > �k). O termo l��der de1



um polinômio �e o maior de seus monômios juntamente 
om seu 
oe�
iente. Porexemplo, o termo l��der def(x1; x2; x3) = 2x21x2 +2x21x3 + 2x22x1 + 2x22x3 + 2x23x1 + 2x23x2 + x1 + x2 + x3�e 2x21x2. Agora, dado um polinômio sim�etri
o p(x1; : : : ; xn), seja 
x�11 x�22 : : : x�nno seu termo l��der. J�a que p �e sim�etri
o, devemos ter �1 � �2 � � � � ��n. Utilizando os polinômios sim�etri
os elementares, podemos 
onstruir outropolinômio sim�etri
o 
ommesmo termo l��der: basta tomar 
s�1��21 s�2��32 : : : s�n�1��nn�1 s�nn .Agora p� 
s�1��21 s�2��32 : : : s�n�1��nn�1 s�nn �e um polinômio sim�etri
o 
om termol��der menor. Repetindo o pro
esso quantas vezes for ne
ess�ario, obteremoseventualmente 0, ou seja, desta forma teremos es
rito p 
omo polinômio ems1; s2; : : : ; sn. No exemplo a
ima, temosf(x1; x2; x3)� 2s1s2 = �3x1x2x3 + x1 + x2 + x3
om termo l��der �3x1x2x3 < 2x21x2. Continuando o pro
esso, obtemos �nal-mente f(x1; x2; x3) = 2s1s2 � 3s3 + s1A partir da express~aoY1�i�n(x � xi) = xn � s1xn�1 + s2xn�2 � � � �+ (�1)nsntemos um importante 
orol�ario do resultado a
ima: qualquer express~ao sim�etri
adas ra��zes de um polinômio 
om 
oe�
ientes em um 
orpo k perten
e tamb�em ak. Lembramos que um elemento � �e alg�ebri
o sobre um 
orpo L se � �e raizde um polinômio 
om 
oe�
ientes em L. Como um exemplo, vamos apli
ar o
orol�ario para provar que se � �e alg�ebri
o sobre um 
orpo L que, por sua vez,�e alg�ebri
o sobre Q, ent~ao � �e alg�ebri
o sobre Q (isto �e mais dif��
il de enun
iardo que provar!)Em primeiro lugar, � �e raiz de um polinômio�n + ln�1 � �n�1 + ln�2 � �n�2 + � � �+ l0 = 0
om li 2 L. Cada li �e alg�ebri
o sobre Q, ent~ao �e raiz de um polinômio pi(x)
om 
oe�
ientes em Q. Agora 
onsidere o produtoP (x) = Yl0n�1;l0n�2;:::;l00(xn + l0n�1 � xn�1 + l0n�2 � xn�2 + � � �+ l00)em que 
ada l0i assume todas as ra��zes de pi(x). Obviamente os 
oe�
ientesdo polinômio P (x) s~ao express~oes sim�etri
as das ra��zes de pi(x) e portantoperten
em a Q. Como P (�) = 0 
on
lu��mos que � �e de fato alg�ebri
o sobre Q.2



2 Imers~oesSe � 12� 3i + 5i+ 17� � (2 + i) � ( 34 � 5i)7 + 13i = 276099� 158443i79352vo
ê pode dizer o valor de� 12 + 3i � 5i+ 17� � (2� i) � ( 34 + 5i)7� 13i ?�E f�a
il! Como a segunda express~ao �e 
onjugada da primeira, n~ao pre
isamosrepetir as 
ontas novamente, a resposta �e simplesmente (276099+158443i)=79352.Este fenômeno mere
e uma aten�
~ao maior.As propriedades da 
onjuga�
~ao �(a + bi) = a � bi, a; b 2 Q, que utilizamosa
ima s~ao �(z1 + z2) = �(z1) + �(z2), �(z1z2) = �(z1)�(z2) e �(z) = z paraz 2 Q. Dizemos que uma fun�
~ao � :L ! Q satisfazendo estas propriedades �euma imers~ao do 
orpo L em Q sobre Q. A fun�
~ao � leva i em �i, que s~ao asra��zes de x2+1, um polinômio irredut��vel 
om 
oe�
ientes em Q. De fato, todaimers~ao � leva i em i ou �i: basta observar que i2 + 1 = 0 ) �(i)2 + 1 = 0,de modo que �(i) = �i. �E 
laro que n~ao pre
isamos nos restringir a este 
asoespe
ial; o mesmo o
orre 
om as ra��zes de qualquer polinômio irredut��vel, isto�e, qualquer imers~ao leva uma raiz de um polinômio irredut��vel em Q em umaraiz do mesmo polinômio. Em analogia ao 
aso a
ima, diremos que ra��zes de ummesmo polinômio irredut��vel em Q s~ao 
onjugadas. Elas ter~ao um importantepapel no que segue.Agora estamos prontos para 
ara
terizar as imers~oes de uma extens~ao alg�ebri
asimples, isto �e, um 
orpo Q(�) gerado sobre Q por um �uni
o elemento alg�ebri
o�. Uma vez que qualquer elemento de Q(�) �e uma fun�
~ao ra
ional (i.e., o quo-
iente de dois polinômios) 
om 
oe�
ientes em Q, tudo o que pre
isamos parades
rever uma imers~ao �e dizer quem �e a imagem de �. A dis
uss~ao a
ima re-stringe as possibilidades aos 
onjugados de �. Ent~ao por que n~ao tentar de�nir�(r(�)) = r(�0), em que �0 �e qualquer 
onjugado de � e r(�) �e uma fun�
~aora
ional em �? Bem, em primeiro lugar, h�a v�arias maneiras de se es
rever umelemento 
omo uma fun�
~ao ra
ional (por exemplo i = i2 + i+ 1 = 1=(�i)), demodo que a fun�
~ao a
ima pode n~ao estar bem de�nida. Al�em disso, ainda pre-
isamos garantir que a fun�
~ao a
ima �e de fato uma imers~ao. Ambas as quest~oess~ao tratadas pelo seguinte lema:Teorema 1 Se q(x) �e um polinômio 
om 
oe�
ientes em Q tal que q(�) = 0,ent~ao q(�0) = 0 para qualquer 
onjugado �0 de �.Seja p(x) o polinômio minimal de �, isto �e, o polinômio de menor grau 
om
oe�
ientes em Q do qual � �e raiz. Dividindo q(x) por p(x), podemos es
reverq(x) = a(x) � p(x) + r(x), em que r(x) �e 0 ou tem grau menor do que p(x). Masj�a que q(�) = a(�) � p(�) + r(�) ) r(�) = 0, e p(x) �e o polinômio minimal de�, devemos ter r(x) = 0, ou seja, p(x) divide q(x). Em parti
ular, se � e �0 s~aora��zes de um mesmo polinômio irredut��vel t(x), temos que t(x) �e um m�ultiplo de3



p(x), ou seja, t(x) = 
 �p(x), 
 2 Q. Assim, � e �0 s~ao ra��zes de p(x) e, portanto,qualquer raiz de p(x) �e tamb�em raiz de q(x), o que termina a demonstra�
~ao.O resultado a
ima estende-se de maneira �obvia a fun�
~oes ra
ionais, de modoque se r(�) = s(�), isto �e, � �e raiz de r(x) � s(x), ent~ao r(�0) � s(�0) = 0.Desta forma, a fun�
~ao � a
ima realmente est�a bem de�nida. Al�em disso, ser(�)s(�) = t(�), ent~ao r(�0)s(�0) = t(�0) () �(r(�))�(s(�)) = �(t(�)) ()�(r(�))�(s(�)) = �(r(�)s(�)). Resumimos este importante resultado:Teorema 2 Se � �e raiz de um polinômio irredut��vel p(x) de grau d 
om 
oe-�
ientes em Q, ent~ao existem exatamente d imers~oes de Q(�) em Q sobre Q,dadas por �(�) = �0, em que �0 �e qualquer raiz de p(x).3 Extens~oes SimplesAgora que temos uma des
ri�
~ao razoavelmente 
ompleta de imers~oes de ex-tens~oes simples de Q, o que podemos dizer sobre o resto? Felizmente, podemosreduzir nosso estudo ao 
aso anterior:Teorema 3 (Elemento Primitivo) Seja L = Q(
1 ; 
2; : : : ; 
n) o 
orpo geradopor elementos 
i alg�ebri
os sobre Q. Ent~ao existe um elemento � 2 L tal queL = Q(�).�E su�
iente provar o resultado para n = 2 j�a que o 
aso geral segue porindu�
~ao. Ent~ao vamos supor que L �e gerado por dois elementos � e �, que s~aora��zes dos polinômios irredut��veis p(x) e q(x), respe
tivamente. Denotaremosainda por �1 = �; �2; : : : ; �r e �1 = �; �2; : : : ; �s os 
onjugados destes elementos.Bem, se estamos tentado en
ontrar um �uni
o gerador para L = Q(�; �), porque n~ao tentar ini
ialmente um elemento da forma � = � + 
� 
om 
 2 Q? Se� gera L sobre Q, ent~ao existe um polinômio m(x) 
om 
oe�
ientes em Q talque � = m(�) (e, portanto, � = (m(�) � �)=
). Guiados por nossa experiên
iaanterior, sabemos que se � �e 
onjugado de �, ent~ao � = m(�). Mas quem s~aoos 
onjugados de �? Podemos en
ontrar fa
ilmente um polinômio que admite �
omo uma de suas ra��zes. Consideret(x) =Yi;j (x � �i � 
�j)Assim, os 
onjugados de � formam um sub
onjunto de f�i + 
�jg, e seriamexatamente estes elementos se soub�essemos que t(x) �e irredut��vel. Infelizmente,t(x) n~ao pre
isa ser irredut��vel. Por�em, �e ainda poss��vel 
onstruir um polinômiom(x) tal que m(�i + 
�j) = �i. Vejamos 
omo.Es
olhemos 
 2 Q tal que �i + 
�j s~ao todos distintos. Agora, seja l(�; �) 2L. Considere o seguinte polinômio interpolador de Lagrangem(x) = X�2Sn Y�2Sn� 6=� (x� ��(i) � 
��(i))(��(i) + 
��(i) � ��(i) � 
��(i)) � l(��(i); ��(i))4



Os 
oe�
ientes de m(x) s~ao fun�
~oes sim�etri
as de �1; �2; : : : ; �r e �1; �2; : : : ; �s,assim temos que estes 
oe�
ientes est~ao em Q. Finalmente, m(�) = m(�+
�) =l(�; �), em outras palavras, l(�; �) 2 Q(�).Agora que sabemos que toda extens~ao alg�ebri
a �nitamente gerada �e sim-ples, podemos de�nir o grau de uma extens~ao: se L = K(�) e � �e raiz de umpolinômio irredut��vel 
om 
oe�
ientes em K e de grau d, dizemos que L temgrau d sobre K e es
revemos d = [L : K℄. Observe que esta no�
~ao 
oin
ide 
oma no�
~ao usual de grau de L sobre K, sendo L um espa�
o vetorial sobre K: bastatomar 1; �; �2; : : : ; �d�1 
omo base. Em parti
ular, a no�
~ao de grau est�a bemde�nida, isto �e, independe da es
olha do elemento gerador de �. Temos aindaque o grau �e multipli
ativo no seguinte sentido: se E � L � K s~ao 
orpos, ent~ao[E : K℄ = [E : L℄[L : K℄. A demonstra�
~ao �e simples: se !i �e uma base de Esobre L e �j , uma base de L sobre K, �e f�a
il veri�
ar que !i�j �e uma base de Esobre K.4 Automor�smos e Extens~oes GaloisianaUm automor�smo de um 
orpo L �e uma imers~ao 
uja imagem �e o pr�oprio L.Mais expli
itamente, uma bije�
~ao �:L ! L �e automor�smo se �(x + y) =�(x) + �(y) e �(xy) = �(x)�(y) para todo x; y 2 L. Se K �e um sub
orpo de L,diremos ainda que � �e um automor�smo sobre K se ele �xar 
ada elemento deK, isto �e, se �(k) = k para todo k 2 K.�E f�a
il ver que o 
onjunto de todos os automor�smos de L sobre K formamum grupo. Pela resultados anteriores, temos que h�a no m�aximo [L : K℄ taisautomor�smos. Se L = K(�) e todos os 
onjugados de � perten
em a L, ent~aohaver�a exatamente [L : K℄ automor�smos, dados por �(�) = �0, em que �0 �e um
onjugado de �. Se isto o
orrer, diremos que L �e uma extens~ao galoisiana de K.Neste 
aso, denotamos o grupo de automor�smos de L sobre K por Gal(L=K).O jeito mais f�a
il (de fato, o �uni
o jeito) de se obter uma extens~ao galoisiana�e a
res
entar a K todas as ra��zes �1; �2; : : : ; �n de um polinômio p(x) 
om
oe�
ientes em K; neste 
aso, qualquer imers~ao � de L = K(�1; �2; : : : ; �n)permuta as ra��zes de p(x), j�a que p(�(�i)) = �(p(�i)) = 0. Assim, �(L) = L e,portanto � �e um automor�smo de L.Por exemplo, se L = Q(x1 ; x2; : : : ; xn) �e o 
orpo das fun�
~oes ra
ionais eK = Q(s1 ; s2; : : : ; sn), o sub
orpo das fun�
~oes ra
ionais sim�etri
as, temos queas permuta�
~oes das vari�aveis das fun�
~oes ra
ionais de�nem automor�smos de Lsobre K. Al�em disso, 
omoY1�i�n(x� xi) = xn � s1xn�1 + s2xn�2 � � � �+ (�1)nsn;temos que L = K(x1; x2; : : : ; xn) �e uma extens~ao galoisina de K.
5



5 Teorema FundamentalA id�eia da teoria de Galois �e 
lassi�
ar extens~oes de 
orpos atrav�es de seusgrupos de automor�smos. Vejamos 
omo.Seja L uma extens~ao de K. Podemos asso
iar, para 
ada sub
orpo inter-medi�ario E (isto �e, L � E � K), o subgrupo do grupo de automor�smos deL sobre K que s~ao tamb�em automor�smos de L sobre E, ou seja, o subgrupodos automor�smos que �xam 
ada elemento de E. Re
ipro
amente, a 
ada sub-grupo H do grupo de automor�smos de L sobre K, asso
iamos o seu 
orpo �xoLH = fx 2 L j �(x) = x 8� 2 Hg.�E natural imaginar se as duas 
orrespondên
ias a
ima s~ao inversas uma daoutra, o que �e verdade se exigirmos que L seja extens~ao galoisiana de K. Neste
aso, L �e uma extens~ao galoisiana de E e o temos que o grupo asso
iado a E �enada mais nada menos do que Gal(L=E).Temos o seguinteTeorema 4 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja L uma ex-tens~ao galoisiana de K. Ent~ao existe uma bije�
~ao entre os sub
orpos E de Lque 
ontêm K e os subgrupos de Gal(L=K), dada porE ! Gal(L=E)e 
uja inversa �e H ! LHDemonstra�
~ao Sejam E um sub
orpo de L e H = Gal(L=E). Pela de�ni�
~ao,sabemos que LH � E. Para mostrar a in
lus~ao reversa, es
revemos L = E(�).Seja p(x) o polinômio minimal de � sobre E e sejam �1 = �; �2; : : : ; �r as ra��zes
onjugadas de �, que est~ao em L pois L �e uma extens~ao galoisiana de E. Temosent~ao que os automor�smos de H s~ao dados por �i(�) = �i, i = 1; 2; : : : ; r.Agora, seja l 2 LH , ent~ao podemos es
rever l = l(�) para alguma fun�
~ao ra
ionalde � 
om 
oe�
ientes em E el = 1r X�2H �(l) = l(�1) + l(�2) + � � �+ l(�r)r ;que �e uma express~ao sim�etri
a das ra��zes de p(x), logo �e um elemento de E.Portanto LH � E e, assim, LH = E.Para �nalizar, temos que se H �e um subgrupo de Gal(L=K) e E = LH , ent~aoH � Gal(L=E). Novamente, es
revemos L = E(�) e 
onsideramos o polinômiop(x) = Y�2H(x� �(�))Temos os 
oe�
ientes de p(x) s~ao �xados por elementos de H , logo perten
ema E. Assim, jGal(L=E)j = [L : E℄ � jH j. Da in
lus~ao anterior, 
on
lu��mos queH = Gal(L=E). �6



6 ExemploDizem que um exemplo fala mais do 103 palavras, ent~ao deixe-me tentar destamaneira. Vamos 
al
ular o grupo de Galois do polinômio1 + x+ x2 + � � �+ x4Este polinômio �e irredut��vel (substitua x por x + 1 e Eisenstein nele!). Seja �uma de suas ra��zes. Temos �5 = 1 e as ra��zes demais s~ao �2, �3 e �4. Logo o
orpo gerado pelas ra��zes deste polinômio �e simplesmente Q(�). Assim, temosque os automor�smos de Q(�) sobre Q s~ao� ! �� ! �2� ! �3� ! �4Seja �(�) = �2. Ele gera Gal(Q(�)=Q ), j�a que �2(�) = �(�2) = �4, �3(�) =�3 e �4(�) = �. Logo Gal(Q(�)=Q ) �e o grupo 
��
li
o gerado por �. Seus sub-grupos s~ao f1g, f1; �2g e f1; �; �2; �3g. Os 
orpos �xos 
orrespondentes est~aolistados a seguir: f1g $ Q(�)\ [f1; �2g $ Q(�2 + �3)\ [f1; �; �2; �3g $ QPara determinar o polinômio minimal de �2+�3, basta montar uma equa�
~aoinvariante por todas as potên
ias de �, por exemplo,(x � (�2 + �3))(x � �(�2 + �3)) = (x � (�2 + �3))(x � (�4 + �)) = x2 + x� 1O polinômio minimal de � sobre Q(�2 + �3) �e obtido da mesma forma:(x� �)(x � �2(�)) = (x� �)(x � �4) = x2 + (1 + �2 + �3)x+ 1Utilizando estes dois polinômios, podemos 
al
ular �:�2 + �3 = �1�p52 e � = �1� �1�p52 �q(1 + �1�p52 )2 � 427 Exer
��
ios1. Cal
ule o grupo de Galois de um polinômio de grau 2 irredut��vel.2. Cal
ule o grupo de Galois de 1+x+ � � �+xp�1 e xp�1, em que p �e primo.7



3. Es
reva uma express~ao para e2�i=17 utilizando radi
ais. Mostre 
omo 
on-struir um pol��gono de 17 lados utilizando este resultado.4. Cal
ule o grupo de Galois de x3 � 3x+ 1.5. Cal
ule o grupo de Galois de x3 � 2.6. Mostre que se p(x) �e irredut��vel, seu grupo de Galois �e transitivo: se r er0 s~ao ra��zes de p(x), existe um automor�smo tal que �(r) = r0.
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