Olimpiada Brasileira de Matematica
XII Semana Olimpica
Geometria Vetorial

Primeira parte:

e O que éum vetor.

e Operagoes com vetores.

e Paralelismo.
01. (OMER] - 2003) Dado wum triangulo XYZ,
denomina-se “filho” de XYZ o triangulo X"Y’Z’ tal que
X’ pertence a YZ, Y’ pertence XZ, Z’ pertence a XY e XZ'
=2YZ'; ZY' = 2XY' e YX' = 2ZX'. Dado um triangulo
ABC qualquer, seja AiBiCi. o seu filho, seja A2B2C2 o
filho de AiBiCi, e, mais geralmente, seja An+iBn+1Cnv1 O
filho de AnBnCn. Prove que o baricentro do triangulo
ABC pertence ao interior de AnBnCn para todo n inteiro
positivo.
02. (www.mccme.ru) Num tridangulo ABC, P, Q e R sao
pontos, respectivamente, pertencentes aos lados AB, BC
e CA, tais que AP_BQ_CR_1 e no triangulo POR,

PB QC RA n
S, T e U sao pontos, respectivamente, pertencentes aos
lados PQ, QR e RP, tais que P5_QU_RU_ n. Prove
SQ TR UP

que:
a) US|AB, ST||BC e TU||CA.
p US_ST_TU_(n-n+l)

AB BC CA (n+1)
03. (Leningrado - 1980) Um segmento em um
quadrilatero convexo é chamado de mediana se ele une
pontos médios de lados opostos. Mostre que se a soma
das medianas de um quadrilatero é igual ao seu
semiperimetro, entdo o quadrilitero € um

paralelogramo.

04. (Ibero americana - 1986) Seja ABCD um

quadrilatero plano convexo. P e Q sdo pontos de AD e

BC, respectivamente, tais que ﬁ = ﬁ = &
PD DC QC

Demonstre que os angulos que a reta PQ forma com as
retas AB e CD sao iguais.

05. (APMO - 1994) Dado um tridngulo nao degenerado
ABC, com circuncentro O, ortocentro H e raio do circulo
circunscrito R, prove que OH < 3R.

Segunda parte:

e Produto interno

e Angulos.

e Perpendicularidade.
06. Prove o teorema de Euler: em um quadrilatero
ABCD com medianas MN e PQ,

AC?+BD? = 2(MN2 +PQ2).
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07. Um n-agono regular A ...A esta inscrito num
circulo de centro O e raio R. X é qualquer ponto tal que
OX=d. Proveque » ° AX*= n(R2 + dz).

08. (USAMO - 1975) Sejam A, B, C e D quatro pontos
no espacgo, onde AB ¢é a distancia entre A e B e assim por
diante. Mostre que

AC? +BD? + AD? + BC? > AB* + CD”.
09. (USAMO - 1990) ABC é um triangulo acutangulo.
O circulo de diametro AB intercepta a altura relativa a C
em P e Q. O circulo de diametro AC encontra a altura
relativa a B em R e S. Mostre que P, Q e R sao
conciclicos.
10. (Shortlist da IMO - 1990) Num triangulo escaleno
ABC, sejam G, I e H seu baricentro, incentro e
ortocentro, respectivamente. Prove que ZGIH > 90°.

Terceira parte:
e  Produto vetorial.
o Areas.
e Colinearidade.
11. Num pentagono ABCDE sejam Gi, Gz, Gs e G,
respectivamente, os baricentros dos tridangulos ABC,
ACD, ADE e ABE.
a) Prove que o quadrilitero GiG:GsGs €é um
paralelogramo.
b) Determine a razdo entre as areas dos quadrilateros
G1G2G3Gs e BCDE.
12. (Grécia — 1984) Seja A A, A A A A, um hexagono
convexo tendo seus lados opostos paralelos. Prove que
os triangulos A A;A. e A A A, tém dreas iguais.
13. (Balcas — 1996) Seja ABCDE um pentagono convexo
e sejam M, N, P, Q e R os pontos médios dos lados AB,
BC, CD, DE e EA, respectivamente. Se os segmentos AP,
BQ, CR e DM tém um ponto comum, mostre que esse
ponto pertence a EN.
14. (Austria) Uma reta intercepta as retas suportes dos
lados BC, CA e AB do triangulo ABC nos pontos A,

B, e C,, respectivamente. Os pontos A,, B, e C, sao

simétricos de A,, B, e C, em relacdo aos pontos

1
médios de BC, CA e AB, respectivamente. Prove que
A,, B, e C, sdo colineares.
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