APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR A COMBINATORIA

GABRIEL BUJOKAS (GBUJOKAS@QMIT.EDU)

A gente vai discutir algumas das aplicagoes cldssicas de dlgebra linear a combinatoria.
Vamos comecar relembrando alguns conceitos basicos que vamos usar.

1. RELEMBRANDO ALGEBRA LINEAR

Definicao 1. Seja F um corpo. Um espac¢o vetorial V é um conjunto equipado com uma
operagao comutativa de soma (+ : V' x V — V') e multiplicagao por escalar (- : V x F — V)
compativel com a multiplicacao no corpo e distributiva em relagao a soma.

Um subconjunto S C V' gera o espago V se para qualquer v € V, existe a,, : S — F de
suporte finito (isso é, a,(s) é 0 para todos menos um numero finito de valores de s € ) tal

que
Z ay(s)s =v

s€S
Um subconjunto S C V é independente se o : S — T tem suporte finito e

Z a(s)s=0

seS

entao « € identicamente 0.
Um subconjunto S que é gerador e independente é chamado de base.

Teorema 1. Seja S C V' um subconjunto de um espago vetorial V. As sequintes condi¢oes
sao equivalentes.

(1) S € uma base

(2) S € gerador minimal (isso €, nenhum subconjunto prdprio de S € gerador)

(3) S € independente maximal (isso €, nenhum subconjunto de V' propriamente contendo
S € independente)

Além do mais, toda a base de V' tem a mesma cardinalidade, chamada dimensao de V.

Examplo 1.1. O exemplo mais basico é V' = F", com as operagoes usuais. Observe que
e; € F™ definido por

(€1); = 0y
sao tais que {ej, e, ...,e,} é uma base, e portanto dim V' = n.
Um exemplo um pouco mais interessante é o conjunto de polinémios em s variaveis e coe-
ficientes em F, V = F[zy, x9,...,24]. A soma de polindmios e multiplicagdo por constantes
fazem de V' um espago vetorial. O conjunto de monomios x7'z5? ... 2% forma uma base
de V, e portanto V' tem dimensao infinita. Entretanto, se V’ é o conjunto de polinomios
homogeneos de grau r, V/ é um subespaco, com dimensao ("Jrffl).
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Defini¢ao 2. Dada uma matriz M, y,, o posto de M, denotado por pt(M), é a dimensao
do subespago de F™ gerado pelas colunas de M.

Teorema 2. Seja A,xm, Brsxm, Cmxr matrizes com entradas em F. Portanto,

e pt(A) < min(n,m)

o pt(A )+pt( ) > pt(A+ B)
o pt(AT) = pt(A)
o pt(AC) < pt(A)

Teorema 3. Para qualquer matriz n X n simétrica A, existe uma matriz n X n U tal que
UUT =1 e UAU? € diagonal. Isso é, podemos escolher n autovetores de A ortogonais. Além
do mais, A tem n autovalores (contados com multiplicidade), e soma deles € igual ao trago

de A.

2. ODDTOWN

Como aquecimento, vejamos uma primeira aplicagao.

Teorema 4. (Berlekamp, 1969) Em Oddtown, existem n pessoas, e m clubes Cy,...Cp, C V.
Esses clubes satisfazem:

(1) |C;] € impar, para qualquer i.
(2) |C; N Cy| € par, para qualquer i # j.

Entao, m < n.
Demonstragao. Para cada clube i, considere o vetor ¢; € {0,1}" tal que

(c:); = {1, se a pessoa j faz parte do clube 7

0, caso contrario.

Note que
Cj = |Cz N C]|

Portanto, ¢; - ¢; é par se ¢ # j, e impar se ¢ = j. Pensando nos ¢;’s como vetores em F3, nés
temos

1, sei =17
C; - Cj = .
0, caso contrario
Isso implica que ¢y, ..., ¢, sao linearmente independentes (em FFy). De fato, se existem
a; € [y tais que
o161+ ages + ...+ ey =0

Entao, fazendo o produto escalar com ¢;, nés concluimos «; = 0.
Finalmente, se m vetores em FI sao linearmente independentes, entao

m < dimFj =



3. TEOREMA DE GRAHAM-POLLAK

Denote por K, o grafo completo com n vértices.

Questao Qual é o menor valor de m tal que as arestas de K, possam ser particionadas
em m grafos bipartidos completos?

Explicando melhor, seja K, o grafo completo com vértices V = {1,2,...,n}, e seja F =
(‘2/) o conjunto de arestas.

Para qualquer Ay, B, C V tal que AyNBy, = ¢, seja E(Ay, Bx) = {{a,b}|a € Ay, b € B} C
E. Seja m(n) o menor valor de m para o qual existem Aj, By, As, By, ..., Ay, By, C V tais
que

A; N B; = ¢, para todo 1
E(A;, B;) N E(4;, Bj) = 0, para todo i # j

UJEA,B)=E

Teorema 5. (Graham-Pollak, 1972) m(n) =n — 1.

Demonstracao. E f4cil achar um exemplo de particao usando n — 1 partes [Por que?]. Nés
temos que provar m > n—1. Seja Ay, By, ..., A, By, qualquer particao de K,, como descrito
acima. Seja M) a matriz n x n definida por

B Pt
Seja M = M + ...+ M,,. Podemos reescrever as condicoes da particao como
M4+M'=J-1
Note que pt(My) = 1. Portanto,
pt(M) < pt(Mi) + pt(Ma) + ...+ pt(My) =m

Basta provarmos que pt(M) > n — 1. Suponha, por contradi¢do, que pt(M) < n — 1. Seja
u=(1,1,...,1). Entao, o sistema

tem uma solu¢ao nao nula z. Logo,
O=a"(M+M)r=2"(J-Dr=—-2"2<0
Contradigao. O

Nota 1. Nao se conhece nenhuma prova nao algébrica desse teorema

4. CONJUNTOS DE “DUAS DISTANCIAS”

Um conjunto de pontos S C R"™ tem ”duas distancias” se existem reais positivos 01, dy tais
que d(z,y) = 1 ou Jy para todos =,y € S distintos. Seja m(n) o maior nimero de pontos de
um conjunto de duas distancias em R™. Existe um exemplo com n(n+1)/2 pontos [consegue

achar?]. O seguinte teorema mostra que esse exemplo nao estd longe do méaximo possivel.
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Teorema 6. (Larman-Rogers-Seidel, 1977) m(n) < (n+ 1)(n+4)/2
Demonstracdao. Sejam pq, pa, ..., pm 0s pontos em S. Seja
fiwr, 2o, ) = ([l = pil| = 6) (|2 — pil| = 62)
E suficiente provar a seguinte proposicao.

Proposicao 1. Os polinomios f; sao tais que
(1) fi, fa, -, fm sdo linearmente independentes (em R).

(2) f1, f2y -+, fm estao contidos em um subespago S do espago de polindémios reais em n
varidveis, tal que a dimensao de S € menor ou igual a (n+ 1)(n +4)/2.

Para provar (1), repare que
Fp) = 6202 £0, sei =j
Py = 0, sei#j
Entao fi, fo, ..., fm s@o linearmente independentes, de acordo com o seguinte critério.

Lema 1. (Critério Diagonal) Sejam f1, fo, ..., fm funcoes Q@ — T, e ay,aq,...,a, € S tais

que
#0,set =7
filay) {_ 0. seidi
- % se 1 7é j
Entao fi, fa, ..., fim linearmente independentes sobre F.

Demonstracdo. Suponha, por contradic¢ao, que existem «; € F tal que
arfi+asfo+...+anfm=0
Substituindo x por a;, nés temos «; f;(a;) = 0, o que implica «; = 0, para todo i. 0
Para provar (2), note que f;, para qualquer i, é uma combinacao linear dos seguintes
polinomios:

(1) X =3)?

(2) z;(3; 27), para todo j.
(3) x;z;, para todo i, j.

(4) x;, para todo 1.

(5) 1
Portanto, o espago S gerado pelos 1 +n+n(n+1)/2+n+1= (n+1)(n+4)/2 polinomios
acima contém os f;, o que prova (2). O

5. HOFFMAN-SINGLETON

Um grafo G tem cintura g se o menor ciclo contido em G tem tamanho g. Um grafo é
r-regular se todos os vértices tem grau 7.

Note que um grafo r-regular de cintura 5 tem ao menos r? + 1 vértices [Por que?]. Chame
um grafo G de r-pequeno se G é r-regular de cintura 5 e tem exatamente 72 + 1 vértices.

Por exemplo, um ciclo de tamanho 5 é 2-pequeno. O grafo de Petersen é 3-pequeno.

Teorema 7. (Hoffman, Singleton, 1960) Se existe um grafo G r-pequeno, entio r = 2,3,7
ou 57.
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Demonstracao. Note que, por GG ser pequeno, para qualquer par de vértices v, u distintos e
nao adjacentes, existe exatamente um vértice w tal que (v, w), (u, w) sao arestas [Por que?].

Seja A a matriz de adjacéncia de G. O observagao acima e o fato de que G é r-regular
podem ser reescritos como

(1) At A=(r-DI+J

onde J é a matriz n x n com 1 em todas entradas.

Primeiro, note que v; = (1,1,...,1)T é um autovetor de A, com autovalor r. Como A
é uma matriz simétrica, ela pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, isso é, nos
podemos escolher outros n-1 autovetores vy, vs, ..., v, tal que v;, v; sao ortogonais para todo
1,7. Em particular, v; - v1 = 0, o que implica Jv; = 0 para ¢ > 1. Portanto, multiplicando a
relagao (1) por v;, nés obtemos

onde )\; é o autovalor de v;. Portanto, os n — 1 autovalores de A diferentes de Ay = r

V4’;3_1 ou (g = V4T2_3_1. Seja

satisfazem A2 + X —r 4+ 1 = 0, o que implica que sao a; =
r; o numero de autovalores de A iguais a «;. Ndés sabemos que

1+7r+r=n
Por outro lado, calculando o trago de A, ndés descobrimos
0=1r—(ri+7r9)/2 4+ Var —3(ry —ry)/2
Juntando as duas equacoes, e usando n = r? + 1, nés obtemos
0=2r —r*+s(r — 1)
Onde s = /4r — 3. Existem dois casos:

Caso 1 O numero s é irracional. Portanto, r; = r9, e concluimos r = 2.
Caso 2 O numero s é inteiro. Substituindo, nés obtemos

s — 252 +16s(r; —15) —15=10
O que implica que s divide 15, e portanto r = 1,3,7, ou 57. O

6. TEOREMA DE BOLLOBAS

Teorema 8. (Bollobds, 1965) Sejam r,s inteiros positivos, e Ay, By, As, Ba, ..., Am, Bm
conjuntos tais que

(1) [Ail =7 e|Bi| =s

(3) AiNB; #0 sei#j
Entao, m < (r?).

Demonstragao. (Lovdsz) Um conjunto de pontos em R™! estd em posicao geral se nenhum
r + 1 deles estao contidos em um hiperplano de R™!. Existem infinitos pontos em posicao
geral em R"™! (para uma demonstracgao, veja o exercicio 7.8).
Seja V = (U;4;) U (U;B;) a uniao de todos A;, B;’s. Escolha v : V' — R™! tal que os
vetores na imagem de v estejam em posicao geral. Portanto, para cada A;, os r pontos
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v(T),xr € A;p geram um hiperplano de dimensao r. dSeja a; € um vetor perpendicular
A} g hiperplano de di 50 . Sej Rr+1 t dicul
a esse plano. Portanto, para qualquer e € V,

vie) La; <= e€ A

(essa é a observagao principal, e usa o fato dos v(e) estarem em posigao geral).
Considere os polinémios

EEBi

m@ﬂ{#07%i:j

= 0, caso contrario

Note que

Pelo critério diagonal (lema 1), os polindémios py, pa, - . . , P 80 linearmente independentes.
Por outro lado, eles sao polinomios homogéneos de grau s em r + 1 variaveis, e portanto
elementos de um espaco de dimensao (Tzs). O

7. EXERCICIOS

Exercicio 7.1. (Berkelamp) Em Eventown, existem n pessoas, e uma familia § de m clubes.
Esses clubes satisfazem:

(1) |C| é par, para qualquer C' € §.

(2) |C N DJ é par, para qualquer C, D € §.
Prove que

(a) A familia § tem m < 2"/2 clubes.

(b) Se a familia § tem menos de 21"/2) clubes, entdo existe um clube C' que pode ser

adicionado a familia sem violar as regras de Eventown.

Exercicio 7.2. (Desigualdade de Fisher) Seja A um inteiro positivo, e € uma colegdo de
subconjuntos de um conjunto X, tal que a interseccao de qualquer dois elementos de € tem
A elementos. Prove que |€] < |X].

Exercicio 7.3. Para conjuntos disjuntos Vi, V5, V3, o grafo tripartido completo com tri-
partigao (V1, Va, V3) tem vértices V; UV, UV | e uv é uma aresta se, e somente se, u e v estao
em diferentes V;’s (portanto, o niimero total de arestas é |V;||Va| + [V1]|V3] + V2] V3]). Qual
¢é o valor minimo de m tal que K, pode ser particionado em m grafos tripartidos completos?

Exercicio 7.4. Um conjunto de pontos S C R" tem “uma distancia” se existe J tal que
d(x,y) = ¢ para qualquer = # y € S. Prove que um conjunto S em R" tem uma distancia,
entdo ele contém no maximo n+ 1 pontos. [Dica: Talvez ajude fazer alguma renormalizagao]

Exercicio 7.5. (Blokhuis, 1981) Prove que o nimero maximo de pontos m(n) em um
conjunto de duas distancias em R" é menor ou igual & (n+1)(n+2)/2. [Dica: Nés mostramos
que os m polinomios fi,..., f,, sao linearmente independentes. Mostre que os m +n + 1
polinémios fi, ..., fm,*1, %2, ..., Ty, 1 também sao linearmente independentes. |

Exercicio 7.6. A esfera unitdria em R" é S"~! = {z € R" tal que ||z|| = 1}. Um conjunto
esférico de duas distancias é um subconjunto de S™ ! de duas distancias. Mostre que o
tamanho méximo mg(n) de tal conjunto satisfaz:

(a) mu(n) = n(n + 1)/2;



(b) ms(n) < n(n+3)/2.

Exercicio 7.7. (Erdds, Sos and Rényi, 1966: O teorema da amizade) Se G é um grafo tal
que qualquer par de vértices tem exatamente um vizinho em comum, entao existe um vértice
vizinho a todos os outros vértices. [Dica: Suponha por contradi¢ao que nenhum vértice é
vizinho de todos os outros. Entao, mostre que GG é regular. Para isso, note que vértices
nao adjacentes tem o mesmo grau, e que o complemento de G é conexo. Agora, note que
A% =J+ (r—1)I, onde A é a matriz de adjacéncia de G.]

Exercicio 7.8. Mostre que qualquer conjunto de pontos da curva t — (1,¢,¢% ... ¢"1)
estao em posicao geral.
Exercicio 7.9. (Prova original do teorema de Bollobds) Seja A;, B; como no teorema de
Bollobés. Seja V. = (U;4;) U (U;B;), e |V| = n. Seja E; o conjunto das permutagoes
o:V — V tal que o(a) < o(b) para qualquer a € A;,b € B;. Mostre que

(1) |Eil=nn—1)...(n—r —s+ 1)rls!

(2) E; N E; = ¢ para qualquer i # j.

(3) Conclua o teorema de Bollobds.
Exercicio 7.10. (a) Prove a seguinte generalizagao do critério diagonal (lema 1):

Lema 2. (Critério Triangular) Sejam fi, fo, ..., fm funcoesQ — F, eay,aq, ..., a, €

Q tais que
#0,sei=7
fi(aj) {_ 0 . .
=0, set1 <
Entao f1, fo, ..., fin sdo linearmente independentes sobre TF.

(b) (Generalizacio do teorema de Bollobds) Use o critério triangular para adaptar a
demonstracao 6 para provar que a mesma conclusao é valida se relaxarmos a condicao
3 para:
(3’) AiﬂBj%QSGi<j
(Observacao: Nao se conhece nenhuma demonstracao nao algébrica desse teorema)
Exercicio 7.11. (Versdo ndo uniforme de Ray-Chauhuri-Wilson) Seja L = {ly,ls,...,ls}

um conjunto de inteiros positivos. Uma familia § C 20" é L-intersectante se para qualquer
A # B € §, nés temos |AN B| € L. Prove que

S
n
F<y ()
i=0
[Dica: Para cada A; € §, seja a; € R" tal que a j-ésima entrada é 1, se j € A;, e 0 caso
contrario. Considere os polinomios

bi = H (ai -z —1j)
1i<|A;
Seja p; a multilineariza¢ao de p;, isso €, o mesmo polinomio com todos os expoentes apagados

(por exemplo, a multilinearizacao de z3y?z + 222 é wyz + 2z). Prove, usando o critério
triangular, que Py, Py, - - . , P, S20 linearmente independentes.]



