XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1
A funcdo f :(-1+w) — R écontinuae derivavel.

Sabe-se quef(0) = 0, f'(0) = ae quef(x + 1) = ™ paratodo x > - 1.

Calculef'(3).
PROBLEMA 2
SgaAamatrizrea nx n
X+Yy X X
X X+ X
A= . y
X X X+Yy

Digaparaque vaoresdex ey amatriz A éinversivel e calcule A ™.

PROBLEMA 3

VX?+14+x-1

1
Calcule.[ —_——dx.
LU +1+x+1

PROBLEMA 4
Determine todos os valores inteiros positivos de m para os quais o polindmio (x + 1)™ + x" + 1
édivisivel por (¢ + x + 1)2.

PROBLEMA 5
Jogamos 10 dados comuns (com 6 faces equiprovaveis numeradas de 1 a 6).
Calcule a probabilidade de que a soma dos 10 resultados sgjaigual a 20.

PROBLEMA 6
Considereacurva C={ (x,y) Rz‘y2 =x* — 43x + 166} .

a) SgaQ =(a, b) um ponto de C. Suponha que a reta tangente a C no ponto Q intersecte
C num unico outro ponto, Q'. Determine as coordenadas de Q'.

b) Sgla Py = (3, 8). Paracadainteiro ndo negativo n, definimos P, = P',,, 0 ponto de
intersecdo de C com areta tangente a C em P,,. Determine Pagq,.
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Soluc@es Nivel Universitario

SOLUGAO DO PROBLEMA 1
Derivando aequaggo f(Xx+1)=e'™ temos f'(x+1) = f'(x)-e ™.
Assm f@Q)=e’=1 f'@)=f'0)-e'@=a
f(2Q)=e'=e f'(Q=1'Q)-e'® =ae
') =1'(2)-e'@ =ae*
SOLUGAO DO PROBLEMA 2
Sey = 0todas as linhas sdo iguais e amatriz ndo éinversivel. Se nx + y = 0 asomadas n linhas

€ 0 e portanto a matriz novamente é ndo inversivel. Vamos mostrar que se nenhuma destas
duas condi¢des ocorre amatriz € inversivel.

1 1 .. 1
1 1 ..
Se A= : - : temosB*=nBeA=yl + nB.
TomeCzll—L
y y(nx+y)
AC=(y|+xB){1|—;Bj=|
y  y(nx+y)

Comentério (ndo faz parte da solugéo):

Encontramos C conjecturando que Al =ul +vB.

E resolvendo um sistema para encontrar u e v. Pode-se demonstrar antes de tentar resolver o sistema que A2, se
existir, deve ter aformaacima: A”* é uma fungao analitica de A, logo um polinémio em A, logo um polindmio em B.
Como observamos que B2 é um miiltiplo escalar de B segue que todo polindémio em B é daformaul + vB.

SOLU(;AO ALTERNATIVA
Vamos resolver o sistema

(X+Vy)a, +x-a, +..+x-a,=b
X-a +(X+ya, +..+x-a,=b,

X-a +X-8, +...+(X+Y)-a,=b,
Somando  todas as  equagdes, obtemos  (NX+Yy)(a +..+a,)=(b +..+b,), donde

X
= ..+b), +y=0.
X(a, +...+4a,) nx+y(bl+ +b,), casonx+y=

Diminuindo essaigualdade da j-ésima equago, obtemos y-a; =b; — X (b, +...+Db,) e caso
nx+y
peoa— X o 0Dy x
y(nx+y) y(nx+Yy) y(nx+y)
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(n-Dx+vy - X - X
y(nx+'y) y(nx+'y) y(nx+'y)
- X (n=-Yx+vy - X
Assm, ,_ -
AT =| y(nx+y) y(nx+y) y(nx+y)
- X - X (n-Yx+vy
y(nx+y) y(nx+y) y(nx+y)
Note que, se nx +y =0, 0 sistema ndo tem solucdo seb; +...+ b, =0, e, sey = 0, 0 sistema ndo tem solucédo se
b, - X (b, +...+b,) # 0 paraalgumj . Em nenhum desses casos A € invertivel.
nx+
SOLUGCAO DO PROBLEMA 3
/ 2
Sgja f(x):w_ Racionalizando, temos
x?+1+x+1
2
(Vx® +1+ x—l)( x2+1—x—1) ( x2+1—1) -x?
f(x)= - _logo f(=X)=—Tf(X), paratodox, e
(x?+1) - (x+1? ~2x

1
portanto, .[ ) f (x)dx=0.

SOLUGAO ALTERNATIVA

X% +1+x-1

Vamos achar uma primitiva de f: Em I dx fazemosx =tanq, dx = se02q dq, e como

X2 +1+x+1

\ltanzq +1=secq (parai<q <E), obtemos IM'SQCZQ dq =
2 2 secq +tang +1

_[ 1+ senq — cosq dq
cos?q(1+ senq +cosq)
_ 52
Fazendo tan - — z, dg = 2d22 , senq = Z—Zz,cosq = 1 , Obtemos
2 1+z 1+z 1+z

j222+22' 1+22)° 2dz _I 2z(1+ z°%)
2+2z (1-272 1-2z%)2dz’
B C D 27(1+ z%)
+ —+ = ,
1+z (1+2)? 1-z (1-22 (1-2%)2

(C+D-C2)(1+2)?= 271 + 2% dondeA-C=2,B-A+D-C=0,-A -2B+C+2D=2,A+B+C+D=0.
Assm,D=-B,C=-A logoA=1,C=-1,D=1B=-1

1+ 22

Buscando A, B, C, D tais que

obtemos (A + B + AZ)(1 - 2)* +

5

2
Assim, jMdz: N+ 2) + — +Inl— 2) + —— = In(1— %) +
(1-2z%)? 1+z 1-z

Quando x variaentre—1e1l,  variaentre % e pZ , donde z variaentre — tan(%) e tan(%] . Temos

)
_tan(gj: (4 - ‘/E :\/E—l, donde z varia entre 1—\/5 e \/E—l. Assim, aintegral é
8 1+ co{i) 2+‘/§

2

2

In(l-z%) +

\/E_1=0, pois (v2 —1)% = (1-+/2)2.
J2
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SOLUGAO DO PROBLEMA 4

-1 iv3
SejaW:?+— umaraiz dex? + x + 1. Paraque ( + x + 1)? divida (x + 1)™ + X" + 1 = P(x), devemos ter

Pw)=0eP'(w)=0.
Assm, W+D)™ +w™=-1em(w+)™" +w™")=0.

iv/3

1 i
TemosqueW+1:§+7 étal que W +1)2=we W+1)°=—1. Comow ew + 1 550 raizes sextas da

unidade, 0 comportamento se repetira com periodo 6.
Assim, W+D™ +w™ =0 eqivde a W+D)" =-w"r=w+2)>**™D oy sga

W+1)™?=1 o que egivde a m = -2 (mod 6). Nesse caso, temos

W+D™+w™ =W +12)* +w=w? +w =—1, donde as duas condicdes sio satisfeitas. Assim, 0s nimeros
que satisfazem o enunciado sdo os inteiros positivos da forma 6k — 2.

SOLUGAO DO PROBLEMA 5
Devemos encontrar o nimero de solugdesde &, + a, +...+ &, =20, 1<a, <6.

19
O nimero de solugdes de @, + @, + ...+ 8,5 =20, & >1 é claramente ( 9} . Devemos agora descontar as

solucdes paraas quais algum g €> 7 poisisto implicarianasomaser > 7+ 7 + 8 - 1 = 22. Assim, basta descontar 10
vezes 0 nimero de solugdesde &, + a, +...+a,0 =20, &, 27, g >1,

oude q +a, +...+3 =14, a,a =1 quee( J.Assm N= 9 -10 g e a probabilidade pedida é

p= 61

SOLUGCAO DO PROBLEMA 6

2
a) De y2 = x> — 43x + 166, temos Zy% =3x? — 43, donde % - w A equacio da reta tangente a
X y

2 2
C passando por (a, b) é y:(WJXJ{b_[S&Z;ZBJ.a} Substituindo emy2 =x3 - 43x+166

2 2 3
temos X3—43X+166:[{3a —43Jx+2b ~3a° + 43a

2
, queterdumaraiz dupla em x = a, e cuja soma
2b 2b

) 2 2_
3a _; 43J . Assim, 0 outro ponto ter4 primeira coordenada igua a (%) —2a. ¢
2

substituindo na equagéo da reta, segunda coordenadaigual a
[Baz —43}3 INES —43} 20 -3a° +43a {38.2 —43}3 +(2b2 -9’ +129a]

das raizes é (

2b 2b 2b 2b 2b

b) Usando a férmula acima, obtemos P; = (-5, 16), P, = (11, 32), P3 = (3,-8), P, = (-5,-16), Ps = (11,- 32) e
Ps = (3, 8). Assim, a sequéncia (P,) é periddica de periodo 6, logo Py, = P, = (—5,-16) .

Observacdo: No item b), o fato de P; diferir de P, apenas por uma troca de sinal da segunda coordenada ja é
suficiente para concluir que a seqiiéncia é periodica de periodo 6.
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