Pode contar comigo!

Carlos Shine

Vocés ja devem ter visto as seguintes técnicas de contagem:

e Contagem direta com os principios da adigdo e multiplicacao;
e Bijecoes;

e Recursoes;

e Contagem de Pdlya;

e Funcgoes geratrizes.

Veremos agora um novo tipo de estrutura combinatdria que tenta unificar de algum modo essas ideias, as
espécies.

1 Espécie combinatodria

Vamos comegar com uma definicao nao muito formal de espécie combinatdria. A ideia é que temos um conjunto
U de rdtulos; uma espécie é um conjunto de objetos com esses rétulos que obedecem a uma regra. Um pouco
(mas nao muito) mais formalmente, uma espécie F em um conjunto U é uma regra que produz um conjunto
F[U] chamado conjunto de F-estrutura em U. A espécie deve também satisfazer a seguinte condicao: dada uma
bijecao o: U — V, F produz uma fungao Flo|: F[U] — F[V], chamada transporte de U a V. Essas fungoes
transporte devem satisfazer as seguintes propriedades de funtores:

e Sendoo: U — V er:V — W bijegdes, F[r o o] = F[r] o Flo|;
e Para a identidade Idy: U — U (Id(z) = =), F[ldy]| = IdF[.-

As funcgdes transporte sdo s6 um jeito de dizer que se mudamos os rétulos, a estrutura nio muda:

v—2 v
F F
Aoy < v

Se vocé quer realmente uma definicao formal, uma espécie é um funtor da categoria dos conjuntos munidos
de bijecoes nele mesmo. Uma categoria consiste de uma classe de objetos e uma classe de “setas” entre objetos,
sendo que as setas sao aplicagbes associativas e existe a seta identidade para cada objeto. Um funtor é uma
associacao entre categorias que tem exatamente as mesmas duas propriedades descritas acima. Existe a teoria
de categorias, que estuda todas essas coisas, e as espécies acabaram originando um outro ramo da Combinatéria
que se mistura com a teoria de categorias.

Um exemplo simples é a espécie G dos grafos. Dado um conjunto V' de vértices, G[V] é o conjunto dos grafos

com vértices em V', ou seja,
v
v ={vanac(3)}.

Dessa forma, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:



e ¢ é um grafo com vértices em V;
e geg[V];
e g é uma G-estrutura em V.

O transporte simplesmente leva vértices de um conjunto V' aos seus correspondentes em W. Sendoo: V — W
a bijecao, cada aresta {vy,v2} em g € G[V] é levada a aresta {o(v1),0(v2)} em o-g € G[W]. Ou seja, o transporte
é essencialmente um jeito de transferir os rétulos (nés “rerrotulamos” o conjunto, mantendo a estrutura). Como
vocé pode ver, na maioria das vezes o transporte é bem natural.

Por que espécies sao legais? O motivo é que agora podemos tratar objetos combinatérios algebricamente.
Isso mesmo! A gente pode fazer conta com grafos, permutacoes, conjuntos, ordenagoes. . .

2 Algumas espécies simples

Vamos listar algumas espécies simples. Pensaremos sempre em como cada espécie coloca estrutura em um
conjunto.

e A espécie vazia 0 néo coloca estrutura alguma:
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A espécie do unitdrio X coloca a estrutura de um ponto nos unitérios e nada no resto. Ele serve para
destacar um ponto dos outros e, apesar de nao parecer, ele é bastante util!

X[U] = {U, se Ul =1

(), caso contrario

e A espécie conjunto E é bem simples: é a estrutura do proprio conjunto. Em outras palavras, ele coloca o
rétulo U no conjunto U:
ElU] ={U}.

A espécie das permutagoes P é composta pelas permutagoes. Ou seja, P[U] é o conjunto das permutagoes
dos elementos de U. A funcéo transporte é

Plo](r) = omo L.
De fato, dado o: U — V, Plo](n) transforma V em ono (V) = on(U), que é uma permutacio de

elementos de V. E facil ver que o transporte tem as propriedades de funtores.

e A espécie das ordens totais £ é composta por todas as ordens totais. L[U] é o conjunto das ordens totais
em U. A fungdo transporte é

Llo](ar = az > ... = ap) =0c(a1) = o(az) = ... = o(ay).

Apesar de as quantidades de permutagoes e de ordens serem iguais a |U|!, as espécies sao diferentes, ji
que permutacoes sao fungoes que podem ser compostas e ordens totais nao.

A medida que forem aparecendo introduziremos outras espécies.



3 Funcoes geratrizes de espécies: rotulos e sem rotulos

Espécies induzem algumas fungoes geratrizes, que resolvem varios problemas de contagem.

3.1 Funcgao geratriz exponencial

Por causa da bijecao, a quantidade de objetos depende s6 da quantidade de elementos do conjunto de rétulos.
Sendo F uma espécie e |F[n]| a quantidade de F-estruturas em um conjunto com n elementos, definimos a
fungao geratriz exponencial

Fa) =3 |Fln) %7:

n>0

3.2 Funcgao geratriz dos tipos

Se tiramos os rétulos do conjunto, temos a fungao geratriz dos tipos (ou seja, ao tirarmos os rétulos temos tipos
de estruturas). Definimos sua funcao geratriz (nao exponenciall) dos tipos por

F(z) = Z | Fn]|z".
n>0
Vamos ser mais precisos. Considere F|[n]], sendo [n] = {1,2,...,n}. Dizemos que s,t € F[[n]] sdo equiva-
lentes e denotamos s ~ t quando existe uma permutacao 7 em [n] tal que F[r](s) = ¢ (ou seja, d4 para permutar
os rotulos de s para obter a mesma estrutura com rotulos em ¢, que é a mesma coisa que dizer que se tirarmos
os rétulos d4 no mesmo). Entao F [n] = F/ ~ é obtido fazendo o quociente de F com a relagao de equivaléncia

Por exemplo, ha sé uma maneira de ordenar n elementos sem rétulos, de modo que

/j(x) :Zx” = 1

1—2a
n>0

Em compensagao, observando que podemos definir permutac¢ao como uma partigao de ciclos (desenhe o grafo
direcionado com vértices em U e arestas da forma u — o(u)), ao tirarmos os rétulos ficamos sé com partigdes
(j& que nao faz sentido ordenar em ciclos coisas sem rétulo). Assim, ao tirarmos os rétulos temos simplesmente

particoes, e
- 1
Pa) =]l
k>1

3.3 Série de indice de ciclos

Aqui as coisas ficam mais interessantes. A ideia é generalizar o lema de Burnside para podermos obter relacoes
entre fungoes geratrizes e permitir o cdlculo das fungoes geratrizes de tipo. Primeiro vamos entender o que
é ciclo: na permutacdo o, seja o; a quantidade de ciclos de tamanho i em o (novamente, pense no grafo da
permutagao). Entao dizemos que o tem tipo de ciclo (o1,09,...). Note que o1 é, por exemplo, a quantidade de
pontos fixos e que se 0 é uma permutagao de n elementos temos . ., ko = n.

Denotaremos Fix(c) como o conjunto dos pontos fixos de o e fix(c) = | Fix(c)| = o7.

Agora, sendo U um conjunto de rétulos, cada permutagdo o de U induz uma permutagao F[o] de F[U],
via transporte. Por exemplo, sendo Inv a espécie das involugoes (ou seja, permutagoes ¢ tais que ¢ o ¢ é a
identidade), U = {a,b,¢,d, e} e o a permutacao com ciclos (ab) e (cde) (podemos escrever o = (ab)(cde)), Inv|o]
¢ uma permutagao das 26 (confira!) involugdes em U. S6 duas involugdes ficam fixadas: a identidade Id e a que
troca a e b e mantém o resto (ab), entdo FixInv[o] = {Id, (ab)} e fixInv[o] = 2.

Com isso, podemos definir a série de ciclos: ela tem infinitas varidveis e

1 g (o o}
Zr(x1, 9, 23,...) :ZE Z fix Flo]aT x3?2x3? ...
n>0 " \oeP[[n]]

em que P[[n]] é o conjunto das permutacoes de [n] ={1,2,...,n}.



3.4 Relagoes entre as funcoes geratrizes

A série de indice de ciclos generaliza as outras duas.
Teorema 1. Sendo F uma espécie,
F(z) = Zr(2,0,0,...) e F(x)=Zr(x, 213 ..)).

Demonstracao: E s6 substituir e ver no que da:

1
Z]:(:C’O’O""):Zﬁ Z fix Flo]x710°20%° . ..

n>0  \o€P[n]]

O termo sé nao zera quando oo = 03 = --- = 0 e 01 = n, ou seja, todos sdo pontos fixos e a Unica
permutacao que contribui na soma é a identidade. Assim, como todas as espécies sao fixadas pela identidade
fix F[Id] = |F[n]| e

Zr(x,0,0,...) :Z—ﬁx}'ld Z‘ F(x).

n>0 n>0

Para a segunda identidade, fazemos o mesmo, lembrando que ), -, ko, = n:

1
Z]:(x7x27x37---) = Zm Z ﬁxf[g]x01x2o'2x30'3

n>0 """ \oeP|[n]]
= Z i' Z fix Flo]aot T2o2t30s | — Z i' Z fix Flo
n>0 " \oep(in]] 70" \oep(in]]

Mas essa ultima expressao é exatamente o lema de Burnside para o grupo das permutacoes, o que da
exatamente a definicdo de tipo de estrutura! Logo

Zr(x, 2% 2® Z\}" F(x).

n>0
O
Vamos ver, por exemplo, a espécie dos conjuntos. Temos |E[n]| = 1, logo
xn
_ v
E(x) = Z [=e
n>0
Além disso, se tirarmos os rétulos de um conjunto, ainda temos |E[n]| = 1, assim
DI
n>0

A série de indice de ciclos é (novamente) mais interessante. Como E néo faz nada além de mandar o conjunto
no seu préprio nome, o E[o] néo é excitante, pois E[U] = {U} s6 tem um elemento e a inica permutacao é a do
unitdrio, que fixa o préprio conjunto! Ou seja, fix E[o] = 1. Assim, basta contar quantas permutacoes tém o;
ciclos de tamanho 7. Mas ai é s6 fazer um anagrama com ¢ cépias de o; simbolos para indicar qual nimero vai
para qual ciclo: por exemplo, BANAN ABO coloca ciclos em {1,7}, {2,4,6}, {3,5} e {7}. Isso pode ser feito

| . . . 7.
de g en - Ainda temos que permutar cada conjunto ciclicamente, obtendo

| |
v VAR TCCI (R . —
1lo12lo2 ... plon 1919202 ... non




Mas BANANABO gera os mesmos ciclos que NABABANQO, entao dividimos tudo por oi!os!---
obtendo finalmente

n!
191202 ... nongylag! - o,
Enfim,
Z oz T gl
e(T1,22,...,20) = ] 101202"'TZJ"O'1!O'2!"'O'n!:C1 x5® ...z,
n=0 >is1ioi=n
- (xz/z)"l . €Ty . €T,
=2 I e () e | X7
0;>0i>1 1>1 i>1
Note que
E(z) = Zg(z,0,0,...) =exp(z) =€"
e
B(x) = Zp(x,a” 2%, .) S0 = exp(- (1 - 2) =
xT) = T, x°,x°,...) =ex — | =exp(—In(1 —2)) =
E\L, ) ) p P i p 1—(E’

exemplificando o teorema.

3.5 Funcgoes geratrizes das espécies vistas até agora

Vocé pode provar os seguintes resultados:

Espécie Simbolo F. G. Exp. F. G. Tipo Série de Indice de Ciclos
Vazio 0 0 0 0
Conjunto vazio 1 1 1 1
Unitario X T x T
Conjunto E e” ﬁ €xp (Zk21 xz/z)
Permutacoes P ﬁ szl 1jzk szl ﬁ
Ordens totais L ﬁ ﬁ 1,111

4 Igualdade de espécies

Cometeremos o abuso de linguagem de afirmar que duas espécies F e G sao consideradas iguais quando elas sao
isomorfas, ou seja, existe uma familia de bije¢ées ay: F[U] — G[U] que tém a seguinte propriedade natural: se
o: U — V é uma bijecao, o diagrama a seguir comuta:

Flu) = g

Ou seja, para toda F-estrutura s, Glo|(ay(s)) = ay(F[o](s)). Intuitivamente: d4 para bijetar duas estru-
turas F[U] e G[U] do mesmo conjunto, mantendo a estrutura de transporte.
Note que, por causa disso, todas as fungoes geratrizes de duas espécies isomorfas sao iguais. Isso também

mostra que espécies podem ter a mesma quantidade de elementos mas sao diferentes (como por exemplo, ordens
totais e permutagoes; isto é, L # P).



5 Operacoes entre espécies

O legal é que podemos fazer conta com espécies, e cada conta tem um significado combinatério. Com isso,
podemos transformar uma sentenca combinatéria em uma equagao!
No que se segue, F e G sao duas espécies arbitrarias.

5.1 Soma

A espécie F + G tem as seguintes caracteristicas:

e Para cada conjunto de rétulos U, (F + G)[U] é a unido disjunta de F[U] e G[U]:

(F+G)[U] =FUlugU].

Caso F e G tenham intersegdo nao vazia (o que normalmente nao é feito; isso é o mesmo que divisdo em
casos — preferimos dividir em casos disjuntos), fazemos a seguinte adaptagao, que é o mesmo que “pintar”
os elementos de F[U]| de vermelho (cor 1) e os elementos de G[U] de azul (cor 2):

(F+9IU] = (FIU] x {1}) U(G[U] x {2}).

e O transporte é naturalmente induzido: sendo s uma (F + G)-estrutura de U e o: U — V uma bijecao,

F+Olle) =150 e

{f[a](s) se s € F[U
ou seja, usamos a regra de F se s é uma JF-estrutura e usamos a regra de G se s é uma G-estrutura.
Em termos de funcgoes geratrizes, temos, como é de se esperar,
o (F+9)(x) =F(x)+G(x);
o (F+9)(@) = Fla) +G(a);
o Zrig(r,29,...) = Zr(x1,29,...) + Zg(x1, 22, .. .)

Como exemplo, 1+ X é a espécie dos conjuntos com no méximo 1 elemento. Além disso, nédo é dificil verificar
que F+0 =0+ F = F, a soma é comutativa e é possivel somar mais de duas espécies.

5.2 Produto

A espécie F - G é mais ou menos o que se espera também, do ponto de vista de fungdes geratrizes:

e Sendo U um conjunto de rétulos, (F - G)[U] é o conjunto de todas as maneiras de particionar U em dois
conjuntos e colocar F em um deles e G no outro:

(F-GUl= Y  Fln] xg[te].

U1UU=U
Note que um tipico elemento u € (F - G)[U] é um par ordenado (f,g) com f € F[U] e g € G[U].
e O transporte também é bem natural: sendo s = (f,g) com f € F[Ui] e g € G[U3],
(F-9)lol(s) = (Flowl(f), Glo=l(9)),
sendo o1, 09 as restri¢oes de o em Uy, U, respectivamente (ou seja, aplicamos o em Uj e Us).

As seguintes figuras costumam ajudar:



F-G F G F.G R G

As fungoes geratrizes funcionam perfeitamente:

e E de se esperar que a funcao geratriz exponencial seja o produto. De fato,

F)-6) = X 17l Y10l = 3 (") iFlo
n>0 n! m>0 m! m,n>0 m (m + n)'
-5 % () rmietn - 1%
n>00<k<n

que é exatamente (F - G)(x): escolhemos k objetos para ter estrutura F, e os outros n — k tém estrutura
G, e somamos sobre todos os k. Em resumo,

(F-9)(x) = F(x) - G(x).

Note que no primeiro membro, - é uma operacgao entre espécies e, no segundo membro, - é uma operacao
entre séries formais.

e Vocé também pode provar, diretamente da férmula de convolugao, que

—~ ~

(F-G)(z) = F(z) - G(x).

e Além disso,
Z]:.g(SCl,SCQ, .. ) == Z]:(.Tl,xg, . ) . Zg(xl,xg, .. )

As propriedades usuais de multiplicacao sao validas: 0- F =F -0=0,1-F = F -1 = F, associatividade,
comutatividade e distributiva com a soma.

H4 varios exemplos bacanas. Por exemplo, lembrando que E é a espécie dos conjuntos, o produto E - E[U]
nos dé todas as partigoes (U1, Usz) de U. Mas isso é o mesmo que enumerar todos os subconjuntos Uy de U (Us
é 0 mesmo que “nao estar em U;”). Com isso, E - E é a espécie de subconjuntos! Vamos fazer as contas com
funcoes geratrizes: .

T
(B B)) = B(z) - B() = = Y 20

n>0

0 que é coerente com um conjunto de n elementos ter 2™ subconjuntos.
Além disso,

— . ~ 1
(E-E)(z)=E()-E(x) = S > (n+1)z",
n>0
o que condiz com o fato de podermos separar n objetos idénticos em duas pilhas de n 4+ 1 maneiras.

Finalmente,
2-%'1'
ZE.E((L‘l,(L‘Q, .. ) = ZE(.%'l,.%'Q, .. ) . ZE(.%'l,.%'Q, .. ) = exXp Z T
k>1

Outro exemplo mais legal. Sendo D a espécie das desarrumagdes ou permutagoes cadticas, podemos parti-
cionar uma permutacao em um conjunto de pontos fixos e uma permutacao cadtica. Interpretando o conjunto
de pontos fixos como um conjunto simples, temos

P=E-D



O que as fungoes geratrizes nos dizem?

1 . e "
P(z) = E(x) - D(x) T = ¢ D(x) <= D(z) T2
(Dt (1)t
= 2=y TV — py = 3 EY
k>0 >0 k,£>0
(—1)kn! z"
= D(x)=)_ A —
n>00<k<n
e achamos a féormula das permutacoes cadticas!
A funcao geratriz dos tipos nao é tao excitante assim:
P(a) = B@) Dla) = [[—— = —— - Dla) <= D) = [[ —
- k>11_xk_1_x _/~c>21_xlg

o que sé quer dizer que temos as partigoes em conjuntos com pelo menos dois elementos.

A série de indices de ciclos diz mais ou menos as mesmas coisas.

S6 mais um exemplo, combinando a soma. Considere a espécie £ das ordens totais e seja L a espécie das
ordens totais em conjuntos com k elementos. Destacando o “maior” elemento, depois o segundo “maior” e assim
por diante, temos

Ly, = Xx*.
(vamos usar a notacdo usual X - X --- X = X*)

k vezes
Como L é a uniao disjunta de todos os L, temos

L=1+X+X?+-.

Mas vocé também pode pensar de forma recursiva: em £ temos a ordem no vazio 1 ou destacamos um
elemento (o unitario X) e ordenamos o resto (£ de novo):

L=1+X" L.

Acho que vocé deve ter notado a vantagem de usar espécies agora: elas ndo usam indices, ou seja, as recursoes
agora nao sao equacoes em termos dos anteriores. Vocé chega em uma equagao funcional combinatéria e resolve.

Observacgao 1. E importante notar que, enquanto podemos dividir séries formais, “passando para o outro lado”,
nao podemos fazer o mesmo com espécies. Ou seja, nao podemos escrever D = % ou, por mais que dé vontade,
L= ﬁ Na verdade, existem o que chamamos de espécies virtuais, que surgem dai e nao necessariamente
tém significado combinatorio.

5.3 Composigcao

E a composigdo? Como interpretar composigao de espécies? Para definir F o G, precisamos ter G[)] = (). Mas o
resto é razoavelmente natural:

e Sendo U um conjunto de rétulos, (F o G)[U] é

{(s,T):s € F[T) e T é um conjunto de G-estruturas cujos conjuntos de rétulos particionam U.}

e O transporte é mais dificil de descrever do que de explicar: sendo (s,T) € F o G[U], para cada t € T seja
oy a restrigdo de o no conjunto de rétulos de ¢. Defina entao a fungado 7 em T por 7(t) = Glo¢|(t) (o que é
essencialmente uma “transferéncia de transporte”), e entao

(F o G)lol(s) = Flr](s);



As figuras a seguir explicam melhor o que esta acontecendo: dividimos U em blocos, colocamos uma G-
estrutura em cada bloco e tomamos os blocos e fazemos uma F-estrutura nos blocos. D& para ver que isso é
util, né?

= @ = ° ° L] =
° °

Fog F @ Foogo Fog

Note que por isso G[)] = () é necessario: se nao, podemos juntar um monte de vazios e colocar estruturas, e

F oG fica mal definido.

As fungdes geratrizes nao se comportam tao bem assim:

e As exponenciais funcionam bem:

(Fog)(z) = F(G(x)).

Usando o que sabemos de soma e multiplicacdo, a demonstragdo é mais simples do que parece. Fixe a
quantidade k de blocos e sejam Uy, Us, ..., Uy os blocos. Hé |F[k]|| maneiras de colocar uma F-estrutura
nos blocos e fazemos o produto de k G-estruturas: obtemos a fun¢io geratriz exponencial |F[k]|(G(z))".
Falta ainda dividir por k!, j4 que temos de tirar a ordem da particdo de blocos: |F [k]](g(%)k Somando

tudo sobre k, obtemos
k

(G(z))
(Foo)@) = L IFRIEDE - Fgy)
k>0
e Agora, quando temos tipo o negdcio ja nao funciona. Em geral, (?\OE)(.%') + F o G(z). Aqui precisamos
da série de indices de ciclos:

—_— ~

(FoG)(@) = Zr (6(2),6(2%), 6(=%), ..)
e As duas férmulas anteriores sdo obtidas da seguinte identidade, que é dificil de provar (veja [2], capitulo
4, para uma demonstracao):
Zrog(x1, 20, 23,...) = Zr (Zg(x1, 22,23, . . .), Zg (T2, T4, TG, - . ), Zg (T3, T6, Ty .- .),s-..)
As propriedades sao as mesmas da composicdo, e vale a pena destacar também que
o (F+G)oH=FoH+GoH,
o (F-G)oH=(FoH) (GoH).
e FoX=XoF=PF.

Vejamos alguns exemplos: uma permutacdo é um conjunto de ciclos (veja de novo como um grafo), logo se
C é a espécie dos ciclos, P = F o(C. Com isso, podemos achar a funcao geratriz exponencial de C:

1
P(z) = E(C(z)) T~ @) — C(z) = —In(1 — )
Abrindo a série, temos
:L,TL
Clx)=>_ —,
n>1

o que comprova que |C[n]| = (n — 1)L

Mais um exemplo: seja A a espécie das arvores enraizadas (uma arvore com um vértice destacado). Para
termos uma &rvore, destacamos um vértice (X), o tiramos e obtemos um conjunto de &rvores enraizadas, com
raizes nos vizinhos do vértice retirado (E o .A). Obtemos, entao

A=X (EoA).



Com isso, temos A(z) = zel, e ao resolver a equacio é possivel achar a quantidade de 4rvores enraizadas

com rétulos. Podemos fazer isso com a formula de inversdo de Lagrange. Antes de chegar na férmula, um lema.
Lema 1 (Extracao de coeficientes). Seja f(x) uma série formal com [1]f(xz) =0 e [z]f(x) # 0. Entdo, para i

mteiro,

0 caso contrdrio

(@) f (@) = {1 ser=—1

(aqui, estendemos a ideia de séries formais para ter expoentes negativos)

(@)™t

Demonstracgao: Caso i # —1, note que (f(z))'f'(z) é a derivada de =57 que é uma série formal e nao
gera termo em z~! quando é derivado.
Se i = —1, é s6 abrir a conta: sendo f(z) = >_, 5 anz",
fl(x) a1 +2ax+--- a4 20+ 1
- 24 ... ’
f(z) a1z +az? + a1 1+(Z_Tx+g_§x2+”')
1 2a2 3a3 a9 as k
al al 1 al al
e o resultado segue. U
Agora vamos & inversao.
Teorema 2 (Teorema da inversao de Lagrange-Burmann). Sejam f,g séries com [1]f(z) = [1]g(z) = 0 e
flg(x)) = g(f(x)) = x. Entao . .
"g(z) = =[x ! .
[2"]g(z) = -1 ](f(:c))”
Em particular, se f(x) =x/¢(x) e (consequentemente) g(x) = xzd(g(x)),
1 .-
"o(@) =~ ")

Demonstragao: Sendo g(z) =5 b;z'. Entdo, substituindo f e derivando,
Jf@) =2 = Y b(f@)' =e = Y ibi(f(2)) " f(2) =1
i>1 i>1

['(z)
fl@) -

Para usar o lema eficientemente, queremos pensar sé no termo nb,, que deve estar multiplicado por

Como agora o termo é nb, (f(x))" "L f/(x), dividimos por (f(z))":

- 1
ibi(f()) 1 f(2) =
2 G
Aplicando o lema, ao procurar o termo em z~! todos os termos cancelam, exceto nb,. Logo
1 1 1
nb, = 17— = [z"|g(z) = =z} .
Gy T PO =

10



Para a segunda parte, se f(z) = z/¢(x), f(9(x)) =z < g(x)/d(9(x)) =2 <= g(x) = 2d(g(x)). Mas
[z~ Yh(z) = [z"1]z"h(x) para toda série h, logo aplicando o que acabamos de provar temos
1 " 1

z) = —[z7} = 2" ————— = Z[2" Y (o(x))™
o) = 2l e = ol ) = Sl (o)

Voltando ao problema das arvores, temos
A(z) = 2eA®) —= A(z)e ™A@ = g
Sendo f(z) = ze™*, queremos calcular sua inversa. Note que f(z) = x/e”, entao aplicando a férmula para
o(x) = e* temos
k n—1 n—1

[xn]A(x) _ _[xnfl](ea:)n _ _[xnfl]enz — l[xn—l] Z (TLSC) _ _

n n n k! n(n —1)! n!
k>0

de modo que o ntimero de drvores enraizadas rotuladas é n™ 1.

5.4 Derivada e apontando

Ao derivar (formalmente) a funcado geratriz exponencial, obtemos
e S
n>1 n>0

Isso sugere que a quantidade de F'-estruturas em U seja igual & quantidade de F-estruturas em U com um
elemento “novo” inserido. Com isso, definimos a derivada de uma espécie como a espécie com F-estrutura em
Ut = U U {x}, sendo * = x escolhido fora de U. Temos

FU) = FlU*).

O transporte é o mesmo, s6 que ele mantém x:

em que o : Ut — VT & definido por o7 (u) = o(u) para u € U e ot (%) = *.

Em resumo: F’ é a espécie com um rétulo * a mais (que normalmente é ignorado mais tarde, como veremos
nos exemplos).

As figuras a seguir mostram a ideia de derivada:

F' F!

Quanto as séries, temos

o F'(z) é a derivada de F(x).

o Fl(z) = %Zf(x,xQ,xB’,...).

o Zri(x1,22,23,...) = %Z;(:cl,:cg,:cg, o)

As derivadas de espécies tém propriedades semelhantes as das derivadas de Célculo:

11



o (F+G) =F +¢. Isso fica para o leitor provar (¢ bem tranquilo!).

e (F-G)=F -G+ F- -G Defato, na hora de particionar, o * pode ir para o lado do F ou do G, mas néo
de ambos.

e (FoG) = (F0G)-G'. De fato, o x vai para um rétulo em alguma G-estrutura; particionando e identificando
0 x, 1880 é 0 mesmo que separar a G-estrutura com * (formando uma G’-estrutura) e montar uma estrutura
F'o@G. A figura a seguir mostra isso melhor:

F oG

Vejamos alguns exemplos: tome a espécie C dos ciclos. Ao derivar, obtemos ciclos com um * a mais.
“Recortando” ele, obtemos uma ordem total! Assim, C' = L.

)

Com isso, podemos encontrar C(z) de novo:

Ca) = L) = = = C(x):/ox A

—x 1—z

Agora, se derivarmos de novo, obtemos C” = £/ = L

*
O/ o

[ S1Hf

Isso condiz com o fato de que a derivada de ﬁ é ﬁ

r fim, mostram raca ntar ue transforma uma espécie em uma espéci m um elemen
Por fim, mostramos a operacao “apontar”, que transforma a espécie e a espécie co elemento
destacado: para tanto, derivamos para obter o x e o destacamos com X: definimos

F=X.F.

12



Por exemplo, sendo a a espécie das drvores, a® = X - a’ sao as drvores enraizadas, ou seja, A = a®.

H& varias aplicacoes interessantes. Uma delas é quando uma estrutura F é um conjunto de estruturas
conexas F¢, ou seja, F = F o F° Se quisermos contar a quantidade média de F“-estruturas por F-estruturas,
podemos fazer o seguinte: uma F¢-estrutura pode ser apontada em uma F-estrutura, ou seja, fazemos E*® o F¢
(note que estamos apontando uma F-estrutura, por isso o operador ® é s6 no E). Desta forma, |E® o F¢[n]| é a
quantidade de F-estruturas em n elementos com uma F°-estrutura marcada. Mas isso soma cada F-estrutura
vezes a quantidade de F¢ que ela tem! Entdo a média de F°-estruturas por F-estrutura é

|E* o Fn]]

wnlF) = ]

Também podemos quebrar em uma F°-estrutura e botar uma F-estrutura no resto:

1F - Fln)
" F) = )

De fato, em termos de funcoes geratrizes, sendo E®* = X - E' = X - E,
(z - BE)(Fo(x)) = F(z) - E(F*(2)) = F(z) - Flx) = (F°- F)(x).

Por exemplo, vamos calcular a quantidade média de ciclos em permutacgoes de n elementos, lembrando que
P = E oC. Aplicando a férmula, temos

1
11—z

C(x)-]—"(x):z%-

n>1

Sabemos que multiplicar por ﬁ nos fornece a soma parcial dos coeficientes, logo

C) P =3 g =Tyt gt
k=1

Com isso, |C-P[n]| = n!-Y}_; + e, dividindo por [P[n]| = n!, obtemos que a média da quantidade de ciclos
em permutagoes €

1 1
kn(P)=14+=+4+=-+---+—=lInn.

2 3

SN

6 Transformando ideias combinatdrias em contas

Vamos resumir as ideias com operacoes com espécies aqui:

e A adicio F 4 G de espécies faz a unido disjunta de duas estruturas com F e G no mesmo conjunto de
rétulos. Se houver intersecao, vocé pode imaginar as F-estruturas pintadas de uma cor e as G-estruturas
pintadas de outra cor.

O produto F - G de espécies enumera todas as possibilidades de particionar um conjunto em duas partes e
colocar uma F-estrutura em uma parte e uma G-estrutura na outra.

e A composicio F oG de espécies é uma F-estrutura de G-estruturas.

A derivada F' de espécie é uma F-estrutura com um elemento adicional *, que geralmente é “cortado”.

A apontada F* de espécie é uma F-estrutura com um elemento marcado.

Com isso, podemos transformar sentencas em equagoes!
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Sentenca Equagao

Um conjunto tem uma quantidade par ou impar de elementos E=FE,+FE;
Uma permutacao é um conjunto de ciclos P=FEoC
Uma permutacao pode ser particionada em pontos fixos e uma desarrumacao P =FE-D
Uma floresta é um conjunto de arvores Fl=Foa
Para obter um subconjunto, separamos um conjunto de outro Sub=F - F

Para terminar, vamos provar mais uma vez que a quantidade de &rvores com n vértices rotulados é n™ 2.

Primeiro, considere a espécie End das endofuncies, ou seja, End[U] s@o as fungbes f: U — U. Sabemos
que | End[n]| = n™. Pensando no grafo direcionado com vértices em U e arestas u — f(u) de cada endofungao,
obtemos vérios ciclos com arvores enraizadas no ciclo:

EE3S)

Logo, lembrando que uma permutacao é um conjunto de ciclos, End = P o A.

Agora, note que P e L, apesar de serem diferentes, tém a mesma fungdo geratriz exponencial (ou seja,
sao equipotentes). Como sé estamos interessados em enumerar A, podemos escrever a identidade de fungoes
geratrizes

End(z) = L(A(x)).

Que espécie é L o A? Isso é uma lista de arvores enraizadas, ou seja, uma outra arvore com uma “espinha
dorsal” (que é chamada de vertebrado). Mas isso é o mesmo que tomar uma arvore enraizada (a raiz é a ponta
inicial da espinha dorsal) e destacar um vértice (que pode ser o mesmo, ja que listas unitarias também estao em
L), ou seja, é A°®! Assim,

A* = Lo A.

Temos que |A®[n]| = n?|a[n]| e |£ o A[n]| = |P o A[n]| = | End[n]| = n", logo
n?la[n]| = n" < |a[n]| =n""2,

como queriamos demonstrar.

7 Isso é s6 o comeco!

Voceé pode dizer que o que fizemos € essencialmente o mesmo que sistematizar e estruturas as ideias de contagem
e fungoes geratrizes, e que a técnica nao é eficiente em certas ocasioes. Isso é verdade (especialmente em termos
da eficiéncia: afinal, o que poderia eficiente o tempo todo?). Mas o jeito que simplifica as coisas nos faz poder
querer ir mais longe: ha toda uma teoria de categorias que pode ser utilizada para generalizar essas estruturas e
outras operagoes mais profundas com espécies (se estiver interessado, procure por produto cartesiano, assimetria,
espécies com peso e LL-espécies.
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8 Problemas

1.

10.

11.

Dé interpretagoes combinatdrias para as seguintes espécies:

(a) 2

(b) n (n inteiro positivo)
(c) 2X
(d) X2
° ( X)

C

)
)
)
)
(e) E
(f) X-
(g) EoE*, E=1+ E* (0 que é E*?7)
(h) E

Descreva as seguinte espécies a partir das seis espécies dadas na secao Calcule sua funcao geratriz
exponencial (use a tabela na subsegao B.0]).

(a) Um ranking com seus pratos de comida favoritos, onde pode haver empates.

(b) Elementos de um conjunto.
Qual é a funcao geratriz da espécie Ej dos conjuntos com k elementos?
E verdade que 2- By = X?7
A partir da equagao Pr, = ExoC (o que é Py7?), sendo ¢(n, k) o nimero de permutagoes com k ciclos temos
2" (=In(l —x))k
D elm k)T =
n>k
Mostre que P(x) # E(C(z)).
Definimos a espécie Oct de polvos como Oct = C o L*, sendo £ =1+ L*.

(a) Explique por que essa espécie tem esse nome.

(b) Prove que Oct +C = C o (2X). Vocé também pode escrever Oct(X )+ C(X) = C(2X). Note também
que nao basta verificar se as fungoes geratrizes satisfazem essa conta.

(c) Prove que Oct’ = L - (Lo (2X)) (ou, escrevendo de outro jeito, Oct’(X) = L(X) - L(2X).

(d) Calcule Oct(x) e, portanto, a quantidade de polvos com n elementos.
Sendo Cat a espécie das 4rvores bindrias, mostre que Cat = X + Cat?.

Considere a espécie Inv das involucoes. Calcule Inv em termos das seis espécies primitivas e encontre sua
funcao geratriz exponencial.

Dada uma espécie F, seja F, a espécie das F-estruturas de tamanho par, ou seja, F,[U] = F[U] se |U| é
par e F,[U] = 0 se |U| é impar. Defina F; para tamanho impar de modo analogo. Prove que
Flz) + F(—=
SREL RS C R
Prove que a quantidade de permutacgoes com todos os ciclos pares tem funcao geratriz exponencial \/%12

1+:)3

e que a quantidade de permutagoes com todos os ciclos impares tem funcao geratriz exponencial .

Deduza a quantidade de permutacoes com todos os ciclos pares.
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12. Quantos s&o os polvos com n vértices e todos os tentdculos com quantidade impar de vértices?
13. Sendo Alt a espécie das permutagdes alternantes, ou seja, permutagoes (a1, ...,a,) de U com
ar <az >az3 <...> 0y,
mostre que Alt’ = 14 Alt?. Note que isso prova que Alt(z) = tan(z).

14. Quantas sdo as drvores planas rotuladas com n vértices? Uma arvore plana rotulada é uma arvore com n
vértices numerados de 1 a n com uma ordem ciclica dos ramos adjacentes a cada vértice. Por exemplo, as
arvores planas rotuladas a seguir sao consideradas diferentes, apesar de serem grafos isomorfos.

15. Calcule a quantidade de fungoes f: [n] — [n] tais que fo f = f.

16. Sendo V* a espécie dos vertebrados nao-degenerados (ou seja, vertebrados com pelo menos um vértice) e
A* a espécie das arvores nao-degeneradas, prove, cortando a cabecga dos vertebrados, que V* = A*+V*- A*

e deduza a identidade .
n" = kzo <Z) A o R
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