Por que vocé deveria ter resolvido
o problema2da OBM 2007

Vamos fazer um tratado geral sobre raizes primitivas e residuos quadraticos em geral e depois resolveremos
o problema acima. Aproveitamos para tratar de outros assuntos as vezes esquecidos como o lema de Thue e
apresentamos um teorema novinho do nosso amigo Hensel!

1. Polinémios méd p

Quando trabalhamos em um corpo (como por exemplo, os reais, os racionais e os nimeros méd p), existe
divisdo euclidiana de polinémios e fatoracao unica. A divisdo euclidiana vem diretamente do algoritmo da
chave de diviséo e o fato de que é possivel dividir por qualquer a Z 0 (méd. p); a fatoracdo tnica vem do
fato de que se f(z) é irredutivel entdo f(z) | g(z)h(z) < f(z) | g(z) ou f(z) | h(x), que por sua vez vem
da divisao euclidiana.

Além disso, o teorema do resto para polindémios também é valido em Z/pZ.
Com tudo isso, vem a tona o seguinte

Teorema 1.1. Seja f(x) um polinémio com coeficientes inteiros e de grau d e p um primo. Entao a
congruéncia f(z) =0 (mdd. p) tem no médximo d raizes méd p, contando multiplicidades.

Demonstracao
Inducdo em d. Para d = 0, nao hé raizes e para d = 1, o polindémio é da forma ax+b, a Z0 (mdd. p), cuja
raiz é £ = —b-a~! méd p.

Seja f(x) de grau d e r uma raiz de f (caso f nao tenha raizes, o teorema estd demonstrado, pois d > 0).
Entao, pelo teorema do resto, f(z) = (z—r)g(z) (mdd. p), sendo g de grau d— 1. Pela hipé6tese de indugao,
g tem no maximo d — 1 raizes, e o resultado segue. [

Note que esse resultado nao é valido para médulos compostos. Por exemplo, 22 —1=0 (méd. 8) tem
4 solucoes.

Exercicios

01. Seja f(z) um polinémio de coeficientes inteiros com grau d. Prove que a congruéncia f(z) = 0
(méd. p), p primo, tem d solugbes ndo congruentes méd p se, e somente se, na divisdo euclidiana de zP — x
por f(z), 2P — z = f(x)q(z) + r(z), o resto r(z) tiver todos os seus coeficientes miltiplos de p.

2. Raizes primitivas

Primeiro, vamos definir ordem.

Definigao 2.1. Sejam a e m inteiros primos entre si. A ordem de a méd m, denotada por ord,, a, é o
menor inteiro positivo d tal que a® =1 (méd. m).

O seguinte lema é particularmente 1til.

Lema 2.1. Sea'=1 (mdd. m) entdo ord,, a | t. Em particular, ord,, a | ¢(m).

Demonstracao

Basta realizar a divisao euclidiana de t por ord,,a: t = q-ordy,a +7, 0 < r < ord,,a. Entdo o' =

(@°rdm )9 . g" = @" (méd. m). Como r < ord,, a e ord,, a é minimo, r sé pode ser zero, e portanto
ord,, a | t.



A segunda afirmacao decorre imediatamente do teorema de Euler-Fermat. [

J& temos que ord,, a < ¢(m). Serd que é possivel ord,, a = ¢(m). E se isso acontecer, serd que isso é
0til?

E tao til que nuimeros com essa propriedade ganham até um nome especial.
Defini¢ao 2.2. Dizemos que g é raiz primitiva de m quando ord,, g = ¢(m).
Vamos entender o porqué desse nome demonstrando o préximo teorema, que é bastante til.

Teorema 2.1. Se g é raiz primitiva de m entéo 1, g, g, ..., g™~ méd m sao todos os restos primos com
m. Isto é, se mdc(a, m) = 1 entdo existe i tal que a = g* (méd. m).

Demonstragao

Note que, sendo ¢(m) >i > j >0, 9" =¢° (méd. m) <= ¢ 7 =1 (méd. m). Pelo lema da ordem,
ordp,gli—j < ¢(m)|i—j. Como0<i—j<o(m),i—j=0 < i=j. Isto quer dizer que nao

aparecem nimeros repetidos méd m entre os ¢(m) nimeros 1,g, g2, ... , g™ =1 " de modo que eles s6 podem
ser todos os ¢(m) nimeros primos com m. [

Parece promissor, nao? Pena que nem todos os niimeros admitem raizes primitivas.

Teorema 2.2. Os nimeros que admitem raizes primitivas sao 2, 4, p™ e 2p™, sendo p primo impar.
Vamos provar esse teorema em varias partes.

Parte 1. Se m tem dois fatores primos impares distintos p e q entao m nao admite raiz primitiva.

Demonstracgao

Se m admite dois fatores primos {mpares distintos p e ¢ entdo podemos escrever m = a-b, com mdc(a,b) = 1,
a,b>1,plaeq]|b Notequep—1]|d¢(a)eqg—1]|¢(b). Em particular, ¢(a) e ¢(b) sdo ambos pares, ou seja,
#(a)/2 e ¢(b)/2 sdo ambos inteiros. Assim, sendo z primo com m, z# =1 (méd. a) = 2¢@9®)/2 =

(méd. @). Analogamente, x¢(®¢(®)/2 = 1 (méd. b). Como a e b sdo primos entre si, conclufmos que
2#(@)¢1)/2 =1 (méd. ab), de modo que ord,, < B(a)p(h)/2 = p(ab)/2 = ¢(m)/2 < ¢(m); ou seja, m nao
admite raiz primitiva. [

Parte 2. 2 e 4 admitem raiz primitiva, mas 2", n > 3 nao.

Demonstracao

Primeiro, 1 e 3 sdo raizes primitivas de 2 e 4, respectivamente. Seja z impar. Temos x? = (méd. 8) e,
paran > 3, x —1=(22=1)(22+1D)(z*+1)... (22" +1) tem pelo menos n fatores 2, j& que 23 | 22 — 1
e2]2? +1,i=1,2,...,n—3. Logo 22" =1 (méd. 2"), ou seja, ordyn z < 272 < ¢(2") para todo z
impar. Assim, 2" nao admite raizes primitivas para n > 3. [

271—2

Parte 3. Se 4| m e m > 4 entdo m nao admite raiz primitiva.

Demonstracao

Seja m = 2F¢, ¢ fmpar e k > 2. O caso £ = 1 j4 foi estudado na parte 2. Nos demais casos, basta repetir a
demonstracao da parte 1 com 4 no lugar de p e ¢ sendo um divisor de /. [



Parte 4. Todo primo impar p admite raiz primitiva.

Demonstracao

Essa é a parte mais dificil do teorema e é aqui que utilizaremos o teorema sobre polindmios méd p.

Considere o seguinte algoritmo para encontrar uma raiz primitiva de qualquer primo p:

Algoritmo
(1) Tome a = 2.

(2) Seja dq = ordpa. Se d, = p — 1, a é raiz primitiva de p; caso
contrario, tome o menor nimero b que nao é congruente a algum
a’ méd p.

(3) Sejady =ord,b. Sed, = p—1, b é raiz primitiva de p; se néo, tome
m e n tais que mde(m,n) =1, m | dg, n | dpy e mn = mme(d,, dp)
(por que eles existem?).

(4) Troque a por ¢ = ae/mpds/7 e yolte ao passo 2.

Vamos provar que esse algoritmo funciona e, o mais importante, termina. Supondo que termine, ele
funciona porque os sinais de término sao quando encontramos uma raiz primitiva.

Agora, provemos que o algoritmo termina, o que é mais interessante. Primeiro note que d nao divide
dq, pois se dividisse terfamos b% =1 (mdd. p), o que ndo pode ocorrer pois a equacdo r% =1 (méd. p)
admite no méaximo d, solucdes, que sao 1, a, a2, ..., a1, e b ndo é congruente a algum a’. Isso implica
mmc(d,, dy) > d,. Além disso, seja k = ord,c. Entdo (ae/mp%/™)F = 1 (méd. p). Elevando ambos
os membros por m, obtemos adFpe™k/m = 1 (méd. p) <= bP™/* =1 (mdd. p). Lembrando que
dy =ord, b, dp | dymk/n <= n|mk. Sendo mdc(m,n) =1, temos n | k. Analogamente, m | k e, portanto
mn | k. Observando ainda que ¢™ =1 (méd. p), temos ord, ¢ = mn = mmc(dq, dy) > do. Isto quer dizer
quem a cada iteracao do algoritmo a ordem do préximo valor aumenta. Portanto, em algum momento iguala
o seu méximo, que é p — 1 (note que a escolha de b no algoritmo depende de ord, a # p — 1). [

Parte 5. Se g é raiz primitiva de p mas nao de p?, entao g + p é raiz primitiva de ambos.

Demonstracgao

Seja d = ord,2 g. Entdao ¢’ =1 (méd. p?) = g¢=1 (méd. p) = p—1]d. Logo, como d # p(p — 1) e
dlplp—1),d=p—1,isto é, gL =1 (méd. p?).

Para conseguirmos provar essa parte, basta demonstrarmos que (g + p)?~' # 1 (méd. p?). E esse é
um trabalho para o binémio de Newton! Temos (g +p)P~! = gP~! + (pzl)gp_Qp (méd. p?) (vocé consegue
ver por que nao precisamos escrever os demais termos do bindomio de Newton?). Substituindo gP~! = 1
(méd. p?) e desenvolvendo as contas: (¢ +p)P ' =1+ (p—1)pgP~2 =1 —pgP~2 (mdd. p?), que nio é 1,
pois g?72 #0 (méd. p). Logo g + p é raiz primitiva de p? (e de p também!) [

Parte 6. Se g é raiz primitiva de p e p? entdo é raiz primitiva de p™, e portanto p" admite raiz primitiva.

Demonstracao

Indugéo sobre n. A base de indugdo (n = 1 e n = 2) estd na hipdtese. Suponha que g seja raiz primitiva
de p"~'. Seja d = ord,n g. Entdao g? =1 (méd. p") = ¢¢ =1 (méd.p" ') = ordpn-19 | d =
p"2(p—1) | d. Comod | ¢(p") < d|p"t(p—1), temos d=p"2(p—1)oud=p"(p—1). Para
provar que nao ocorre o primeiro caso, vamos usar o lema de Hensel:



Lema 2.2. Seja p um primo fmpar, a um inteiro e n um inteiro positivo. Se p® ||a—1, a > 0ep? | n
entdo p®*P || a® — 1. Além disso, se n é impar, p® || a+ 1, a > 0 e p? || n entdao p**+# || a™ + 1.

(Dizemos que p* divide exatamente m e denotamos por p® || m o fato de que m contém exatamente «
fatores primos p.)

Note que como p | g~ — 1 e p? ndo divide g?~! — 1 (caso contrario, g ndo seria raiz primitiva de p?),
p |l g~ —1. Assim, pelo lema de Hensel, a maior poténcia de p que divide LA s D (gp_l)pnf2 —-1¢
pttn=2 = pn~1 Assim, p™ ndo divide gpnﬂ(p_l) — 1, o que é equivalente a gpnﬂ(p_l) #Z1 (méd. p™). Logo
ordyn g =p"~(p —1) = ¢(p") e, portanto, g é raiz primitiva de p". ]

Parte 7. 2p™ admite raiz primitiva.

Demonstracao

Seja g uma raiz primitiva de p". Note que ¢(2p™) = &(p™) (verifique!) e considere g ou g + p", o que
for fmpar. Sendo d a ordem desse niimero, que denotaremos por h, hY = 1 (méd. 2p") = h? =1
(méd. p™) = ¢(p™) | d. Assim, d = ¢(2p™). ]
Exercicios

02. Sejam z e y inteiros positivos. Prove que existem inteiros positivos m e n tais que m | z, n | y,
mde(m,n) =1 e mn = mme(z,y).

03. Ha outra maneira de provar que p admite raiz primitiva. Como? Siga os itens!
(a) Prove que Zd|n ¢(d) = n. Dica: conte de duas maneiras a quantidade de pares (x,d) em que mdc(z,n) =

d:

(b) Prove que se d | p— 1 a congruéncia x (méd. p) tem exatamente d solugdes distintas méd p.

(¢) Seja d um divisor de p — 1 e 7(d) a quantidade de niimeros méd p com ordem igual a d. Prove que
r(d) < ¢(d).

(d) Prove que, na verdade, r(d) = ¢(d). Em particular, p admite ¢(p — 1) raizes primitivas (isso pode ser
generalizado: se m admite raiz primitiva, entdo admite ¢(¢(m)) raizes primitivas).

04. (OBM 1995, Problema 5) Encontre todas as fungdes f: Z; — R tais que, para todos z,y inteiros nao
negativos,

f@)fly) = fley) e [flz+1019) = f(x)
05. (IMO Shortlist 2001) Seja p > 3 um primo. Prove que existe a com 1 < a < p —1 tal que a?~! — 1 e
(a+1)P~! — 1 ndo sdo divisiveis por p?.

06. Encontre todos os nimeros inteiros positivos n tais que 22° = x (méd. n) para todo inteiro .

07. Sendo k um inteiro positivo dado, encontre todos os inteiros positivos n tais que 7™ + 1 é multiplo de
5",

3. Residuos quadraticos

Definicao 3.1. Dizemos que c¢ é residuo quadratico méd m quando existe x inteiro tal que z? = ¢

(méd. m).

Podemos reduzir qualquer congruéncia quadrética a encontrar residuos quadréticos. De fato, sendo
D =b? — 4ac,

ar? +br+c=0 (méd. m) <= 4a’z* + 4abr +4ac=0 (méd. 4am)
< (2ax +b0)* =D (méd. 4am)

Primeiro, vamos nos preocupar somente com ¢ primo com m.



Lema 3.1. Seja d = mdc(c,m), d = k¢, ¢ livre de quadrados, ¢ = dc¢’, m = dm'. Entao z®> =c¢ (mdd. m)
tem solucao se, e somente se, 2 = ¢’ (mdéd. m') tem solucao e mdc(¢, m’') = 1. Note que mdc(lc’,m’) = 1.

Demonstracao
Primeiro, note que 22 = ¢ (méd. m) <= 2% = ¢+ mt = k?/(c + m/t). Assim, lembrando que /¢
é livre de quadrados, k¢ | x. Sendo z = kfx’, obtemos ¢(z')? = ¢ + m't, de modo que (¢z')? = &

(méd. m'). Reciprocamente, 22> = ¢ (méd. m’) <= (zk)? = tk?¢ (méd. k*m/) <= (zk)? = ¢
(méd. m/l) = (zk)>=c (méd. m).

Além disso, suponha que mdc(¢,m’) = u > 1. Entao, {(2/)? = + m't = u | = du|c, o queé
um absurdo pois du | m e isso implicaria mdc(c, m) = du > d. De fato, mde(c’,m’) = 1. [

A partir daqui, vamos supor sempre que mdc(c, m) = 1.

Lema 3.2. c é residuo quadratico de m = p7'ps?---pp*

i=1,2,... k.

se, e somente se, ¢ é residuo quadratico de pj*,

Demonstracgao

Um dos lados é trivial; o outro é uma aplicacao do Teorema Chinés dos Restos. [

Agora a idéia é encontrar critérios para verificar se um numero é residuo quadratico médulo poténcia
de primo. H4 dois casos a considerar.

3.1. Residuos quadraticos méd 2™

Nesse caso, podemos descrever todos os residuos quadraticos de modo simples:

Teorema 3.1. Os residuos quadraticos méd 2™ sao os numeros da forma 8k + 1, k inteiro.

Demonstracao

Primeiro, provemos que os residuos quadraticos devem ser da forma 8k + 1: para ver isso, basta notar que
2t +1)2 =81H0 4 1 =1 (mod. 8).

Sen =1 oun =2, o inico impar da forma 8k + 1 que é um residuo é 1, que de fato é o tinico residuo
quadratico. Nos demais casos, uma contagem basta: ha, em principio, 2"~ ! resfiduos possiveis (todos os
fmpares méd 2"). Mas ha repeticoes: de fato, 22 = y? (méd. 2") <= 2" | (x —y)(x +y). Como x e y sdo
fmpares, a maior poténcia de 2 que divide ambos (e, portanto, sua soma (x —y) + (z +y) = 2x) é 2. Assim,
sendon > 2, 2772 | 228 TH ey on=2 | 2o oy 2772 | 2R e =4y (méd. 2"7)) = 2 =4y
(méd. 2") ou z = &y +2""1  (mdbd. 27).

Deste modo, cada residuo quadratico esta sendo contado exatamente quatro vezes, de modo que o total
de residuos quadraticos méd 2" é 2771 /4 = 273, Porém, todos devem ser da forma 8k + 1 e, por uma
grande coincidéncia, ha 273 residuos da forma 8k +1 méd 2". Entdo todo nimero da forma 8k +1 é residuo
quadréatico méd 2™. [

3.2. Residuos quadraticos méd p™, p > 2

Nesse caso, o problema é mais simples, simplesmente porque poténcias de primos impares admitem raizes
primitivas (veremos por que mais para frente).

Teorema 3.2. ¢ é residuo quadrdtico médulo p™ se, e somente se, ¢*#?")/2 =1 (mdéd. p™).

Demonstracao

Se ¢ é residuo quadratico méd p” entdo existe um inteiro z tal que 22 = ¢ (méd. p") = (22)**")/2 =
cAPM/2 0 (méd. pt) = 2" = "2 (méd. pt) = P)/2 =1 (méd. p").



Reciprocamente, seja g uma raiz primitiva de p”. Entdo ¢ = g¥ (méd. p”) para algum k. O nosso

propésito é provar que k é par, de modo que x = ¢*/? é uma raiz de 22 =  (mdéd. p™). Mas isso é simples:
de fato, c?®")/2 = 1 (méd. p") <= ¢"*®")/2 =1 (méd. p"). Como ordy g = ¢(p"), concluimos que
o(p™) | ké(p™)/2, o que implica que k é par. [

Esse ultimo teorema é conhecido como critério de Euler.

4. O problema 2 da OBM 2007

Com isso, podemos resolver o problema 2 da OBM 2007.

Problema 2, OBM 2007. Para quantos niimeros inteiros ¢, —2007 < ¢ < 2007 , existe um inteiro x tal
que x2 + ¢ é miiltiplo de 220077

Resolucao

Poderfamos simplesmente aplicar dois dos lemas anteriores (procure-os!), mas vamos dar uma solugao difer-
ente, utilizando uma das melhores amigas da Teoria dos Nuimeros: a indugao.

Vamos nos preocupar primeiro com os residuos quadraticos primos com 2", que sao os impares. Como
. t(t+1 )
antes, sendo x = 2t + 1 fmpar, 22 =8 - % +1=1 (mdd. 8).

Provemos, por inducao, que os residuos quadraticos impares méd 2™ sao todos os inteiros da forma 8k+1.
A base de indugao é para n = 3 e é imediata. Além disso, suponha que m seja residuo quadréatico méd 2™,
ou seja, 12 = (méd. 27). Se x> =m  (méd. 2"*1), acabou. Caso contrario, 2 = m+2" (méd. 27+1).
Para consertar isso, tome ' = z + 2771, Temos (2/)? = 22 +2.-2""1 + 2272 = (m 4+ 2") + 2"+ 0=m

(méd. 27+, pois n > 2 <= 2n — 2 > n. Portanto m é residuo quadrdtico méd 27! também.

Agora, vamos considerar os residuos quadraticos pares. Note que se m = 22"/, ¢ impar, 2r < n — 3,
entdo x> = m (méd. 2") = 2% = 220 + 2"y = 277 ({ + 2" %"y) = 22" | 2?2 <= 2" | z. Sendo
x=2"wg, 2> =m (méd. 2") <= 22 =( (méd. 2"=?"). Como n — 2r > 3, £ deve ser da forma 8k + 1.

Se n = 22"+10 ¢ fmpar, 2r + 1 < n, entdo 22 = m (mdd. 2") <= 2% = 2210 4 2y = 22+ (0 +
2n=2r=1y). Como £ + 2"~27~1y é fmpar, ndo existe z satisfazendo tal condicdo, ja que x? deve ter uma
quantidade par de fatores 2.

Falta somente estudar os casos em que m = 227¢ = 27720 ou m = 2%"¢ = 2"~ 14, ¢ fmpar. Esses casos
sdo testados manualmente: se m = 2"~ 2/, basta testar m = 2"~2? e m = 3-2"72. J4 sabemos que m = 2" 2
é da forma 2%7(8k + 1). Uma rdpida andlise mostra que 3 - 2”2 nio é possivel (fazendo as mesmas contas
anteriores, encontramos 2 =3 (méd. 4), o que é uma contradigao). Da mesma forma, se m = 2"~ 1/, basta
somente testar m = 2”71 que também é da forma 2%7(8k + 1).

S6 nos resta mostrar que m = 22#(8k+1) é residuo quadratico méd 2". Mas isso é simples: basta tomar
z=2"m/ em que (M )2 =8k+1 (méd. 2").

O resto é uma contagem simples: basta contar todos os nimeros da forma 22*(8k + 1) no intervalo
[—2007,2007]. Isso é razoavelmente rotineiro, j& que 0 < k < 6. Contando, vocé encontra 670 valores.

4.1. O lema de Hensel aplicado para residuos quadraticos

O fato é que existe uma outra versao do lema de Hensel, utilizada bastante em andlise em p-ddicos, que
enunciamos aqui.

Lema 4.1. Seja f(x) um polinémio de coeficientes inteiros, k > 1 um inteiro e p primo. Suponha que
exista r inteiro tal que f(r) =0 (mdd. p*~'). Entao

e Sef'(r)#£0 (mdd. p), entdo existe um tinico inteiro t tal que 0 <t < pe f(r+tp*~1) =0 (mdd. p*),
sendo t definido por t - f'(r) = —(f(r)/p*~!) (mdd. p).

e Sef'(r)=0 (mdd.p)ef(r)=0 (mdd. p") entdo f(r+tp*~1)=0 (mdd. p") para todo inteiro t.



o Sef'(r)=0 (mdd.p)ef(r)#0 (mdd. p") entdao f(r+tp*~1)#£0 (méd. p") para todo inteiro t.

Demonstracao

Parece dificil demonstrar isso, certo? Na verdade, ndo é tao complicado quanto parece. E sé saber usar o
sinal do somatério e utilizar, com parcimoénia, o binémio de Newton.

Para facilitar as contas, primeiro note que, do binémio de Newton, (r+tpk=1) = (é) ri4 (i)ri_ltpk_l +
(;)7“"_2(7517’“_1)2 + -+ (z) (tp*~1)i. Mas, sendo k > 2, 2(k — 1) > k, assim reduzindo méd p* obtemos
(r+tpP= 1) =i i rilgph=l (méd. p*).

Agora, podemos terminar as contas mais tranquilamente. Fazer as contas em “prestacoes” é uma boa
pratica: vocé consegue estruturar melhor as contas, separar as dificuldades individuais de cada parte, é mais
dificil errar e mais facil achar os erros, se esses acontecerem. E claro que pode ser mais facil juntar as somas
e manipuld-las ao mesmo tempo, mas nao é o caso aqui.

Enfim, seja f(z) = Y., a;xz’. Note que f/'(z) = 1 ajiz=t. Temos f(r +tpF=1) = 30 ja;(r +
n

tpF ) = S ag(rt 40 e pE ) = S (aart + agirt HpE ) = F(r) 4+ tpF L (1) (mod. p*). Entdo,
lembrando que f(r) = 0 (méd. p*~1), temos f(r +tp*~1) =0 (mdd. p¥) <= f(r) +tp*~1f'(r) =0
(méd. p*) <= t- f'(r) = —f(r)/p*' (mbd. p). Isso prova os trés itens do lema de Hensel. [

O lema de Hensel é bastante poderoso; dada a solugao de uma congruéncia polinomial méd p, ele permite
resolver a mesma congruéncia méd p”.

Com isso, é possivel, por exemplo, caracterizar todos os residuos quadraticos méd p™, p primo fmpar.

Lema 4.2. Existem ¢(p")/2 = p"~1(p — 1)/2 residuos quadréticos méd p™. Em particular, ha (p — 1)/2
residuos quadraticos méd p.
Demonstracgao

Fica a cargo do leitor. (Dica: faga uma contagem semelhante ao dos residuos quadréticos méd 2™)

Lema 4.3. Se c € residuo quadratico méd p entao é residuo quadratico mod p™.

Demonstracao

Uma indugdo, aliada ao lema de Hensel, basta: seja f(z) = 22 —c. Ser? =c¢ (méd. p") <= f(r) =0
(méd. p™), sendo f'(r) Z0 (mdd. p), pelo lema de Hensel existe um tnico ¢, 0 < ¢t < p, tal que f(r+tp™) =0
(méd. p"*t1) = (r+tp")? =c (méd. p"*t!). A base de indugio é a prépria hipdtese do lema, entdo a

demonstracao esta completa. ]
Teorema 4.1. Sejam ay, as, ..., a,—1)/2 0s residuos quadrdticos mdéd p. Entao os residuos quadraticos méd
p" sao todos os nimeros da forma kp + a;, i1 =1,2,...,(p—1)/2.

Demonstracao

Basta combinar os dois lemas anteriores. ]
Exercicios

08. (IMO 1996, Problema 4) Os inteiros positivos a e b sdo tais que os nimeros 15a + 16b e 16a — 15b sao
ambos quadrados perfeitos. Ache o menor valor possivel que o menor destes dois quadrados pode assumir.

09. Encontre todos os inteiros positivos k tais que existe um inteiro a tal que (a + k)3 — a3 é miiltiplo de
2007.

10. (OBM 1996, Problema 6) Seja T'(x) = 23 +142% —22+1. Denotamos T"(z) = T(T" 1(x)) e T°(z) = .
Prove que existe um inteiro positivo N tal que T™V(z) —  é divisivel por 101 para todo inteiro x. Dica:
Prove que T(z) =T (y) (méd. 101) < z =y (mdd. 101) e aplique casa dos pombos.



11.  (Generalizando o critério de Euler) Seja p um primo fmpar e ¢ e k > 1 inteiros. Prove que existe um
inteiro z tal que =¥ = ¢ (mdd. p") se, e somente se, c?®")/4 =1 (méd. p"), sendo d = mdc(k, 4(p™)).

12. Encontre todos os nimeros inteiros ¢ tais que existe um inteiro « tal que z3 — ¢ é miltiplo de 32007,
13.  (Vietna 2000) Seja p(x) = x® + 15322 — 111x + 38. Mostre que p(n) é divisivel por 320° para pelo

menos nove inteiros positivos n menores que 32°°°. Para quantos valores de n é divisivel?

5. O teorema da reciprocidade quadratica

Esse era um dos teoremas favoritos de Gauss. Ele gostava tanto desse teorema que fez nada menos do que
oito demonstragoes.

Antes, para facilitar, vamos definir uma notacao “legendréria” para residuos quadraticos.

Definigao 5.1. Seja c inteiro e p primo. Definimos o simbolo de Legendre (5), lido “c Legendre p”, por

P
c 0 seplc
() =<1 se ¢ é residuo quadratico méd p
P —1 se ¢ nao é residuo quadratico mod p

Assim, por exemplo, temos (%) =1, (%) =0e (2?5) = 1 para todo primo p.

Note que podemos enunciar o critério de Euler mais diretamente:

Critério de Euler. Sendo c inteiro e p primo Impar,

()= wan

Com isso, vocé deve provar sem dificuldades as seguintes propriedades:

Teorema 5.1. Sejam a, b inteiros e p primo impar. Entao
« =00
e Sea=b (mdd. p), (%) = (g) ]

Agora vamos enunciar outro critério para residuos quadraticos, o lema de Gauss.

Lema 5.1. Seja k a quantidade de inteiros j, 1 < j < (p — 1)/2, tais que ¢j méd p > p/2 (isto é, o resto
da divisao de ¢j por p é maior que p/2). Entao

Demonstragao

.. .y p_1 . e ; .
A principal sacada aqui é escrever ¢z méd p de outro modo, utilizando os residuos maiores que p/2. E
utilizamos aqui uma idéia parecida com uma das demonstracoes do teorema de Euler-Fermat, o “gira-gira”.

Considere todos os nimeros da forma ¢j, 1 < j < (p — 1)/2. Note que

% p=1 (D — 1
H cj=c =z (2)! (méd. p)
j=1



Porém, podemos também reduzir os fatores méd p antes de multiplica-los. De fato, seja
¢; = min{cj méd p,p — ¢j méd p},

de modo que ¢; = p—cj méd p se, e somente se, ¢j méd p > p/2. Nao é dificil provar que ¢; = ¢; <= i = j:
de fato, ¢; = ¢; <= i==+j (mdd. p) e, sendo 1 < 4,5 < p/2, devemos ter i = j.

Ao multiplicar os ¢;’s méd p, obtemos de novo todos os residuos entre 1 e (p—1)/2 (note que os (p—1)/2
nimeros multiplicados sdo todos diferentes méd p e com restos menores do que p/2). E esse produto é
exatamente igual ao produto dos c¢j’s, com excecao das k mudangas de sinal quando ¢; = p — ¢j méd p.
Assim,

f[ cj = (-1)k ﬁ c; = (—1)* (p;l)' (méd. p)
j=1 j=1

Das duas equacgoes obtidas,

(P )= 0t (PR mod p) = T = (G0 . )

e, do critério de Euler, o resultado segue. [

E para que serve essa conta? Nao parece ser mais ficil do que o critério de Euler em si! O fato é que
esse resultado é um dos passos decisivos para obtermos a lei da reciprocidade quadratica.

Vamos dar mais um passo adiante em direcao a ela.

Lema 5.2. Se ¢ é impar e p é primo impar, entdao

p—1

LS
c M cj
-] =(-1 em que M = E {J
(P) - — LD

j_
Demonstracao

O que é exatamente Lﬁj” Simplesmente é o quociente da divisdo de ¢j por p. Entdo parece interessante
pensarmos na divisao euclidiana de cj por p. Assim, seja r; o resto da divisdo de c¢j por p, de modo que
cj=0p- L%J + 7. Assim, como ¢ de se esperar, vamos fazer uso de uma idéia muito importante na Teoria
dos Numeros: somar tudo e ver o que acontece!

ch :pz VJJ +er
= = LPl 4

Vocé reconhece ;7 Nao é, na verdade, c¢j méd p? Assim, lembrando da notagao do lema de Gauss,
temos ¢; = min{r;,p — r;}. Lembrando que os ¢;’s nada mais sao do que uma permutagao dos nimeros 1,
2, ..., (p—1)/2, temos

Zj:ch: Z Tj + Z (p—rj) = Z rj— Z Tj + kp
=1 j=1

r;<p/2 ri>p/2 r;<p/2 r;>p/2

Subtraindo os dois resultados, obtemos



Enfim, sendo ¢ e p impares, vendo méd 2 (afinal, sé estamos interessados em saber se (—1)M = (—1)¥)
chegamos ao resultado, jd que p=1 (méd.2)ec—1=0 (méd. 2):

0

;BJ —k (mdd. 2) ;BJ =k (méd. 2)

Estamos prontos para ver quando 2 é residuo quadratico de outro primo.

Teorema 5.2. Sendo p primo impar,

Demonstracao

E s6 fazer ¢ = 2 no teorema acima e utilizar a dltima equacao antes de utilizarmos que ¢ é impar:

Sendo ZZj:%prlpTH:(p2—l)/8eO<j<p/2 = 0<2j<p <= L%JJ = 0, vendo méd 2
obtemos

=k (méd. 2)

e o resultado segue. ]

Mais um fato antes do nosso resultado principal:

Lema 5.3. Sejam p e q primos impares distintos. Entao

Demonstragao

Sejam S ={(a,b):1<a<(p—1)/2el1<b<(¢q—1)/2}, S1={(a,b) € S:aqg<bp}eSy={(a,b) €S:
aq > bp}. Note que, para todos a,b € S, ap # bg; assim, S e Sy formam uma partigao de S.

Contemos as cardinalidades de S, S; e S2. A de S é facil: |S| = 251 - 1. Vamos a de Sy: fixe b.

Entdo a < bp/q. Note que bp/q < p/2, de modo que hé, entao, L%pj valores para a, com b fixado. Portanto
|S1] = Z;q:_ll)/zL%’J. Analogamente, |Ss| = ,(f:ll)/ﬂ%j Substituindo em |S| = |S1| + |Sz2], o resultado
segue. ]

Vocé pode se sentir mais a vontade com esse fato observando a seguinte figura, que exibe a identidade



acima parap="T7eqg=11:

A

E chegamos enfim & celebrada lei da reciprocidade quadrética:

Teorema 5.3. Sejam p e q primos impares. Entao

() (-

—1 . =1
Basta juntar os lemas anteriores: sendo M = Z]pz {ﬂJ eN = Z/Zi1 {%J =1 e lembrando que M + N =

Q-+ (= () () -crms
|

2 T2
Isto quer dizer que o problema de saber se ¢ é residuo quadratico médulo qualquer nimero esta com-
pletamente resolvido.

Demonstracao

Exemplo 5.1.
Verificar se 1028 ¢é residuo quadratico de 2008.
Resolucao

Primeiro, note que mdc(1028,2008) = 4. Entao basta verificar se 1028/4 = 257 é residuo quadrético de
2008/4 = 502. Como 502 = 2 - 251, basta ver se 257 é residuo quadratico de 2 e 251. De 2 certamente é.

Vejamos se é 251:
BT\ _ (6 _(2\(3
251/ \251/)  \251/\251

2125 ¢ 3125 médulo 251, mas para que correr o risco de errar conta? Basta usar a

Poderiamos calcular
reciprocidade quadratica: para o 2,

2 25121 250.252
—(=1)" 5 =(=1)"T%  =(-1 125-126 =1
() = 0= = 0= = (-



e parao 3
3 251 51 211 3 2\ 3\
(251)(3)—(‘1)2 o= <251>‘<3>—1 = <251>_ !

Assim, (gg;) =1-(-1) = —1 e, portanto, 1028 néo é residuo quadratico de 2008.

Exercicios

14. Prove que 2°% = —1 (mdd. 1019) sem calcular 2°°Y méd 1019.

n re . ~ a . . ’ 7 YO . . o, .
15. Prove que se 22" + 1 ¢ primo, entdo todo niimero inteiro é seu residuo quadratico ou raiz primitiva.

16. Prove que F,, = 22" + 1 é primo se, e somente se, 37 = —1 (méd. Fp).

17. Encontre o conjunto de todos os divisores primos de f(z) = 2% + 2, sendo x inteiro.

18.  Encontre o conjunto de todos os divisores primos de f(x) = 22 — 15, sendo « inteiro.

19. Existe um quadrado perfeito com seus quatro ultimos algarismos nao nulos e iguais?

20. Seja f(z) = (22 — 13)(2? — 17)(2% — 221). Prove que f(x) =0 (méd. n) sempre tem solugao.
21. Seja p = 4k + 1 um primo, k inteiro positivo. Prove que k¥ — 1 é miiltiplo de p.

6. Outras poténcias méd p

Agora, vamos estudar algumas somas.

Teorema 6.1. Seja Sy = 1¥ +2% + 3% ... + (p — 1)*. Entao

g = p—1 (méd.p) sep—1]|k
=10 (mdd. p) caso contrario

Demonstracao

Sep—1]|kentdoi* =1 (mdd. p) parai=1,2,...,p—1e, portanto, Sy =p—1 (mdéd. p).

Caso contrario, seja ¢ uma raiz primitiva de p. Entao note que os nimeros 1, g, ¢2, ..., g2 sdo todos
os nimeros 1, 2, ..., p— 1 méd p. Assim, como gF¥ Z1 (méd. p),
_ gDk _1

Sk) = lk + gk + ng + 4 g(p—Q)k =0 (méd p)

gk -1

E se quisermos saber os residuos médulo p? ou uma poténcia maior? Nesse caso, utilizamos bindmio de
Newton ou a sua generalizacao:

Teorema 6.2. Seja « real. Sendo

a)y  [1 sek=0
o a(a—l)(a—g!)---(oz—k-l—l) se k>0

entao

(z+y)* = go (Z) byt

Demonstracao

E s6 expandir (1 + y/z)® na série de Taylor. ]



Exemplo 6.1.

Prove que o numerador de S_1, quando este é escrito em forma de fracdo irredutivel, é miltiplo de p?, para
p > 3.
Resolucao

1

Temos S_1 = % + % + % +o 4 p%l. Como usar binémio de Newton nesse caso? Basta usar em (p — i)~ *:

1o (1 N1 . N .
=iyt =30 (3 )0 = e p- (o
k=0
Parece uma grande roubalheira, mas estd certo! De fato, sendo i ' o inverso de i méd p?,

1 -2 _

(p—i)(—i ' —pim) = —pimt —pti i pii P = —pi P 1+ pit =1 (méd. p?)

Assim, somando todas as congruéncias
(p—i) ' +it=—pi? (méd. p?)

obtemos

p—1
25, = —pzzf2 (méd. p?)
i=1
Basta entao provar que
p—1 p—1
—pZi_2 =0 (méd.p?) < Zi_Q =0 (méd. p),
i=1 i=1

o que é verdade, ja que p — 1 néo divide —2 (isso, é claro, se p > 3).

Um pequeno detalhe é que fizemos a transicio de i~! ser o inverso de i méd p? para ser o inverso de
i mod p. Isso é verdade, mas o caminho contrario nao pode ser tomado. Entao tome cuidado ao trabalhar
com inversos em diversos moédulos! [

Provemos agora o teorema de Wolstenholme:

Teorema 6.3. Secja p > 3 primo. Entao

2p—1 _ . 3
(p—1>:1 (mdd. p°)

Demonstracao

E “sé” abrir:

2p —1 2p—1 2p—2 2p— 1

P _2pol =2 2p=3 0 pl (0 N (L P N (P ...(1+fz)

p—1 p—1 p—-2 p-3 1 p—1 p—2 p— 1

Lembrando que (z + x1)(x + 22) -+ - (v + 2,) = 2™ + 012" 1 + 092" 2 + - - + 0, sendo 0}, a soma de
todos os (Z) produtos de k£ ntimeros distintos entre x1,xs, ..., Ty,

2p—1 _ p p p D _ _
=1p~1 RV < IS P 1P=3 ... _
(p—l) +<p—l+p—2+p—3+ +1 o Tt op



Utilizando a famosa identidade o2 = ((01)? — 52)/2 e que os denominadores de o}, sdo multiplos de p?
para k > 3, temos

2p—1 P’ oo pA
—14+pS; + 2 (8228, + L2
(p—l) +p 1+2(1 2)+B
em que
gt .t ] S ;1 ;1 4]
= .. — e = “ e J—
YTp-1p-2"p-3 1 T -1z (p-22 7 (p-3)2 12

Como ja provamos que S; tem numerador miiltiplo de p? e Sy tem numerador multiplo de p, o resultado
segue. [

Exercicios

22. Seja p > 3 um primo. Sendo

1 n 1 n 1 T 1 _m
1323 3 (p—13 n
com m e n inteiros primos entre si, prove que p? divide m.
23. Seja p > 3 um primo. Sendo
1 n 1 L 1 T 1 ~m
1> 2p 3P (p—1P n

com m e n inteiros primos entre si, prove que p® divide m.
24. Seja p > 3 um primo. Prove que (‘Zg) = (Z) (méd. p?).
7. O lema de Thue

Muitos dos fatos mais interessantes da Teoria dos Numeros podem ser obtidos utilizando o principio da casa
dos pombos.

Lema 7.1. Sejam m e n inteiros positivos primos entre si e sejam a e b inteiros positivos tais que ab > n.
Entao existe x € {1,2,...,a—1} ey € {1,2,...,b— 1} tais que

mx ==+xy (mdd. n)

Demonstracao

Considere as ab expressoes da forma mx + y

m-1+41 m-1+2 m-1+3 --- m-1+0b
m-24+1 m-2+2 m-2+3 --- m-2+b
m-3+1 m-3+2 m-34+3 --- m-3+b
m-a+1 m-a+2 m-a+3 --- m-a+b

Como ab > n, existem duas expressoes que deixam o mesmo resto na divisao por n, digamos mx1 + y;
e mxy + Yo, com 1 > To. Assim,

mxy+y1 =mze+y2 (méd. n) <= m(z; —22) =y2 —y1 (mdd. n)
Note que y; # y2 pois sendo x; = xo. Assim, sendo x =1 —z2 e y = |y1 — y2|, temos 0 < x <a—1e

O<y<b—-1le
mx ==+y (mdéd. n)



Lema 7.2. Sep =4k + 1 é primo, existe = tal que x> = —1 (mdd. p).

Demonstracgao

Poderfamos aplicar diretamente o critério de Euler (e o resultado seria imediato) para verificar se —1 é residuo
quadrético ou mesmo tomar diretamente z = ((p — 1)/2)! e utilizar o teorema de Wilson ((p — 1)! = -1
(méd. p)), mas vamos mostrar mais uma aplicagéo interessante da Combinatéria, agora com contagem.

Vamos repartir o conjunto {1,2,...,p— 1} em conjuntos da forma C, = {a,p—a,a™t,p—a~'}, em que

a~! é o inverso de a méd p. Note que C; = {1,p — 1}, pois o inverso de 1 méd p é 1. Além desse conjunto,

como p — 1 = 4k é miltiplo de 4, deve haver mais um conjunto C,, com 2 elementos. Isso ocorre quando

m=p-—m~! (méd. p) <= m?=-1 (méd. p). Note que niao pode ocorrer m =p —m (méd. p) nem
1
m=m

(méd. p). ]

Agora, vamos provar um dos teoremas mais belos da Teoria dos Ntumeros.

Teorema 7.1. Todo primo da forma p = 4k 4+ 1 pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstracao

Seja m tal que m? = —1 (méd. p) (ele existe pelo lema anterior). Assim, sendo (\/ﬂz > p, pelo lema de
Thue, existem inteiros x € {1,2,...,[{/p] =1} ey € {1,2,...,[/p] — 1} tais que

2 _ 2

me =4y (méd. p) = m?z? =¢* (méd. p) <= 2?2 +¢y*=0 (méd. p)

Assim, 2% +y? é multiplo de p e, como 0 < z,y < [\/p], 0 <a? <pe 0 <y? <p, 0 < z*+y* < 2p. Mas
o tinico muiltiplo de p entre 0 e 2p é p, ou seja, p = 2% + 32 pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Exercicios

Alguns dos exercicios nao sao exatamente relacionados com os topicos tratados aqui, mas sao legais, entao
decidi colocd-los assim mesmo!

25.  (Roménia 1997) Seja A o conjunto dos inteiros da forma a? + 2b%, sendo a e b inteiros com b # 0. Prove
que se p é primo e p?> € A entdo p € A.

26. Encontre todos os primos que podem ser escritos na forma z2 + 3y2.
27. Encontre todos os primos que podem ser escritos na forma a2 + ab + b2.

28. Encontre todos os primos que podem ser escritos na forma a? + ab — b2.

a*®—1
a—1

29. (OBM 2007, Nivel 2, Problema 3) Mostre que existe um inteiro positivo a tal que tem pelo menos

2007 fatores primos distintos.
7 . , 2007
Dica: use mdc, mas use mesmo! Um possivel valor de a é 2% .

30. (OBM 2005, Problema 6) Dados a, ¢ inteiros positivos e b inteiro, prove que existe x inteiro positivo
tal que

a®+x=0b (méd. c),
ou seja, existe x inteiro positivo tal que ¢ é um divisor de a” + x — b.

Dica: use Euler-Fermat e o teorema chinés dos restos:

Teorema 7.2. Sejam mq, ma, ..., my inteiros primos dois a dois. Entao o sistema de congruéncias a seguir
admite solugao.
x=a; (mdéd. my)

= a2 (méd mg)

x=ar (mdd. my)



31.

(Um resultado cldssico, mas interessante) Sejam f(z) um polindmio ndo constante com coeficientes

inteiros e k um inteiro positivo. Prove que existe um inteiro n tal que f(n) # 0 tem pelo menos k fatores
primos distintos.

Dica: Primeiro prove que uma infinidade de divisores primos divide algum f(n), da seguinte maneira:

suponha que o conjunto dos primos que dividam todos os f(n)’s seja finito; considere um t inteiro tal f(t) # 0
e seja N tal que os expoentes dos primos p que dividem f(t) sejam maiores em N! do que em f(t); entéo, os
expoentes de todos os primos p; que dividem f(N!+1t) = f(t)+ M - N! sao limitados pelo expoente de p; em
f(t); finalize com casa dos pombos para provar que f(x) = k tem infinitas solugbes para algum k, chegando
a uma contradicao; para fechar, é s6 usar o teorema chinés dos restos.

8.

1]
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