Pequeno teorema de Dirichlet 1

1 Primos em uma PA?
O famoso teorema de Dirichlet, também conhecido como PCP (=principio das casas dos primos), diz:

Teorema 1.1 (Dirichlet) Sejam a en dois inteiros com (a,n) = 1. Entdo existem infinitos primos na progressao aritmética
de termo inicial a e razdo n, i.e., existem infinitos primos p com p =a (mod n).

A prova deste teorema consiste em mostrar a divergéncia da série

1
E L0
p primo p
p=a (mod n)
o que certamente implica a existéncia de infinitos primos p com p = a (mod n). A idéia geral j4 pode ser vista no caso
pequeno n = 4, entao é por ele que comecamos.

2 Pequeno teorema de Dirichlet
A fim de obter a soma dos reciprocos dos primos p =1 (mod 4) e p =3 (mod 4), consideramos para s > 1 as fungoes

df 1 por 1 1 1 1
L = T ——— = 1 —_— —_— —_— —_— ...
O(S) 7;) (2’1’L + 1)6 extenso + 38 + 53 + 7 + 9s +

df (=1)»  por 1 1 1 1
I df = - — 4 - 4= ...
1(S> 7;) (2n + 1)6 extenso 38 + 53 7 + 9s

As duas séries convergem absolutamente para s > 1. Quando s — 17, temos que Ly(s) — oo enquanto que L (s) permanece
limitado. De agora em diante, deixarei de lado algumas destas questoes rotineiras de convergéncia, que vocés podem checar
na sua intimidade, quando ninguém estiver olhando, e que por hora podem ser ignoradas (especialmente se nao houver
analistas na platéia).

A razdo para considerarmos estas duas fungoes é a seguinte fatoragao euleriana:

soma -1
Li(s)= ] (1+p15+p15+p;+--~> e 11 (1—;>
P#2 P#2
p primo p primo
De fato, expandindo o produto do termo central, obtemos cada parcela 1/(2n + 1)° da soma em Lg(s) exatamente uma vez,
ja que pela fatoracao unica cada inteiro impar € escrito de maneira unica como produto de primos impares. Analogamente,
como um numero {mpar é congruente a 1 médulo 4 se e somente se em sua fatoracdo a soma de todos os expoentes dos
primos p =3 (mod 4) é par, obtemos a fatoracao euleriana:
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Agora, para “linearizar” as expressoes acima, utilizaremos uma ferramenta muito avangada, especialmente desenvolvida
para transformar produtos em somas: o logaritmo. Temos

2 ad
log(l—x)_1:x+7+§+~-~ para |z| <1

e assim
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Obtemos assim uma expressao com a soma dos reciprocos dos primos fmpares. O outro termo, por outro lado, é limitado

pois
soma l/n 1 1 telesi')pica
PN NI NI N (e R

P#2 k>2 n>2k>2 n>2

p primo




A mesma andlise funciona para L;(s). Resumindo, obtemos

1
log Lo(s) = Z — + (termo limitado)
P#2

p primo

1 1
log Ly(s) = Z — = Z — + (termo limitado)

p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
p primo p primo

e assim 1
log Lo(s) +log Li(s) =2 Z — + (termo limitado)
p=1 (I.nod 4) p
1
log Lo(s) — log L1(s) = 2 Z — + (termo limitado)
p=3 (mod 4) )
Mas quando s — 17, temos que Lo(s) — oo enquanto que Ly(s) — 1 —1/34+1/5 —--. # 0. Assim, cada uma das somas

acima diverge, o que mostra que existem tanto infinitos primos congruentes a 1 como a 3 médulo 4.

3 Marcadores (também conhecidos como caracteres)

Um dos “segredos” da demonstracao acima foi a utilizacao do 1 e do —1 como “marcadores” dos ntimeros respectivamente
congruentes a 1 e 3 médulo 4. Uma caracteristica marcante destes marcadores € a sua “compatibilidade” com a multiplicagao:
por exemplo, o produto de dois nimeros congruentes a 3 moédulo 4 é um nimero congruente a 1 médulo 4, o que se traduz
na identidade (—1)(—1) = 1 de marcadores. Generalizando, temos

Definigao 3.1 Seja n um inteiro positivo. Um caracter x mddulo n é um morfismo de grupos x: (Z/n)* — C*. Mais
explicitamente: x pode ser vista como uma fungao de Z assumindo valores complexos tal que, para todos z,y € Z,

1. x(z+n) =x(x) (x é periddica médulo n)

2. x(z-y) =x(x) - x(v) (x é multiplicativa)

3. x(x) =0 < (x,n) #1 (x s6 é interessante para inteiros inversiveis médulo n)

Exemplo 3.2 Para qualquer valor de n temos sempre o caracter trivial o dado por
1 =1
Xo(z) = { se (z,n) 1
0 caso contrario
Para n = 4 temos o caracter da se¢ao anterior
0 sex épar
x(x) = 1 sexz=1 (mod 4)
—1 sex=3 (mod4)

Para n = 5, como 2 é uma raiz primitiva médulo 5 (i.e., as poténcias de 2 geram todos os inteiros médulo 5 néo nulos), basta
determinar o valor de x(2) a fim de determinar o caracter. Podemos tomar, por exemplo, qualquer valor x(2) € {£1, +:}.

Observe que, como um caracter x é multiplicativo, temos x(1) = 1. Além disso, pelo teorema de Euler-Fermat,

X(@)) = (@) = x(1) = 1

para (x,n) = 1, ou seja, x(x) é uma ¢(n)-ésima raiz da unidade. Note ainda que o produto de dois caracteres é também um
caracter.

Quando n = p® é uma poténcia de um primo, a existéncia de uma raiz primitiva g mod p® mostra que um caracter
X é determinado por seu valor x(g), que pode ser qualquer raiz ¢(p®)-ésima da unidade. Logo existem exatamente ¢(p™)
caracteres distintos médulo p©.

Exercicio 3.1 Mostre que se z # 1 (mod n) entao existe um caracter @ tal que ¥(z) # 1.
Exercicio 3.2 Mostre que para qualquer n existem exatamente ¢(n) caracteres distintos médulo n.

Exercicio 3.3 Prove que o conjunto de todos os caracteres médulo n é um grupo. Mostre que este grupo é (ndo canonica-
mente) isomorfo a (Z/n)*, o grupo de unidades de Z/n.
A grande utilidade dos caracteres é a sua incrivel capacidade de “filtragem”.
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Lema 3.3 (Filtrando inteiros médulo n) Sejam a e n dois inteiros primos entre si. Seja Xxo o caracter trivial mddulo
n. Entao
1.
ZX(G)_1X($) _ {(b(n) sex=a (mod n)

0 caso contrdrio

Z X(x):{¢(n> se X = Xo

0 caso contrdrio
0<z<n

Prova Como x(a) 'x(z) = x(za™') e x =a <= =za ' =1 basta provar o item 1 para a = 1. Se = 1 o resultado é

trivial, caso contrdrio pelo exercicio 3.1, existe um caracter ¥ tal que ¥ (x) # 1. Assim, como a multiplicagdo por 1 permuta

0s caracteres, temos
> () - x ZX Pla)—1)- ) x(@)=0=> x(z)=

como queriamos demonstrar. O item 2 fica como exercicio. O

glra

glra

Exercicio 3.4 Seja g(z) a ordem de x mod n. Mostre que

H(l —x(x) - T)=(1- Tg(r))¢(")/g(z)

Agora, apés esta digressdo caracteristica, voltamos ao teorema de Dirichlet. Para um caracter x e s > 1 definimos

oy ) e (1_X(p)>_1

eulerlana p
k>1 p primo

(a convergéncia desta série serd demonstrada na préxima se¢ao). Novamente temos

log L(x, s) apos irins Z ) + (termo limitado)

contas
p primo

Agora basta tomar uma combinacao linear destas funcoes que “filtra” os termos congruentes a a médulo n:

lema
Z x(a)"'log L(x,s) = o(n)- Z is + (termo limitado)
: 3.3 P

p primo
p=a (mod n)

Finalmente, o teorema segue do seguinte fato: quando s — 17, L(xo, s) — 0o, ao passo que L(x,s) converge para um
nimero nao nulo quando x # xo- A demonstracao deste fato é o topico da préxima segao.

4 O L da questao

Primeiro vamos analisar L(xo, s). Esta fungio é essencialmente a conhecida func¢éo ¢ de Riemann:

-1
df Z - fatoragao H (1 B ]_>

s
k>1 eulerlana p prime p

De fato, temos

o= I (3" IL(3) o0 TL(-3)

pin pln

Isto ja mostra que L(xo,s) — oo quando s — 17. Mais precisamente, temos



Lemma 4.1

1. A fungao ((s), e portanto a fun¢ao L(xo,s), pode ser estendida para uma fung¢dao meromorfa definida em todo o
semi-plano R(s) > 0 com um unico pdlo em s = 1.

2. Se x # xo, @ série

converge para R(s) > 0.

Prova Para estender a funcao (, a idéia é tentar aproximé-la por uma integral:

1 k+1d.’1} 1 k+1 1 1
Sw-/ xﬁZ(ks‘/k D[ ()

k>1 k>1 k>1
a (M1 11 R(s) 41
Cada fungao ¢p(s) = =g dx é analitica, e |¢x(s)] < sup i < |s|/k (mais um exercicio, veja
k 8 z€[k,k+1]

a desigualdade abaixo para uma dica. .. ) e portanto a soma dos ¢ (s) converge para uma fungao analitica em R(s) > 0.
Para mostrar que a soma do item 2 converge, utilizamos o critério de Cauchy e aplicamos o truque da “integracao por
partes”, versao discreta (também conhecida pelos mais hdbeis por critério da soma de Abel). Defina S(k) = Z x(7)-

1<i<k
Observe que pelo lema 3.3 existe uma constante M tal que |S(k)| < M para todo k. Assim temos
k S(k)—-S(k—-1 S(k S(ko — 1) 1
X(s) = Z u ks( ) - (k (Jrll))s - Ok;s + Z S(k (ks B (k+ 1)s>
ko <k<ky ko <k<k1 ! ko <k<k:
2M R 2M Fatl 2M M
< S Mo ) / sz | dr < gy + Ml / w MO e < e ‘Slr«s)
ko ko<k<ky K kg ko ko R(s) - kg
que converge para 0 quando ky — oo. D

Pelo lema acima temos que L(x, 1) é finito quando x # xo. Para que log L(x, 1) seja também finito devemos mostrar
que L(x, 1) # 0. Para isto, precisaremos do seguinte lema técnico.

Lemma 4.2 Sejam reais ap, > 0 tais que
daf Ok
)=l
E>1

f(s

convirja para Re(s) > so. Se f(s) pode ser estendida analiticamente para Re(s) > sg — € para algum € > 0 entdo a série
converge para Re(s) > so — €.

PRrOvVA Séries desta forma sao chamadas de séries de Dirichlet. Séries de Dirichlet possuem semi-planos de convergéncia,
assim como séries de poténcias possuem raio de convergéncia. Este lema é uma versao “invertida” do fato correspondente
de que uma série de poténcias sé para de convergir quando encontra uma singularidade.

Transladando, podemos supor que so = 0. Temos que para todo 0 < 7 < €, f(s) tem expansdo em série de poténcias
convergente para |s — 1| < 1+ 7 dada por

f(s) = Z M . f(j)(l)

|
iz
Assim, para s = —7 temos portanto uma série convergente
(—n— 1)) < an(—logk) (n+1) < ar(logk)’
f(*”)zz ] Z k :Z 7 Z k
j>0 J: k>1 §>0 J: k>1

Como todos os termos sao positivos, sem perda de convergéncia podemos rearranji-los obtendo

+1)-logk
Zakzn—) Z%exp((n—&—l)-logk): kakn

k>0 " 5>0 k>1 E>1
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Agora definimos a fungao

>—¢(n)/g(p)

Po e = 1 T(22) ™2 1 (1

. 3.4 .
X p primo X p primo

onde, como no exercicio, g(p) denota a ordem de p mod n. Se algum L(x, s) tivesse um zero em s = 1, como L(xo,s) tem
um polo simples terfamos que P(s) seria analitica em R(s) > 0. Observe que na série

#(n)/g(p)
) — P(s)

Ak df 1 1
wo 1 (Hp.q<p>s+ng(p>s+“'

n>1 p primo

temos ap > 0 e portanto pelo lema técnico a série acima converge para R(s) > 0. Porém este tltimo produto é maior ou

igual a
1 1 1

p primo k>1

que diverge para s = 1/¢(n), contradigao. Isto mostra que L(x,1) # 0 para x # Xo e completa a demonstracdo do teorema
de Dirichlet.
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