Problemas estranhos de geometria

O titulo original iria ser “geometria combinatéria”, mas notei que muitos dos problemas abordados e técnicas
a serem mostradas aqui nada tem de Combinatéria. De fato, os meus problemas favoritos daqui nao tém
Combinatéria algumal

Eventualmente vai aparecer um pouco de Combinatéria. Sé porque alguns problemas nao usam suas

técnicas nao quer dizer que Combinatdria vai deixar de aparecer em Geometria.

1. Onde estao os pontos?

Na grande maioria dos problemas de Geometria, o primeiro passo é fazer uma figura que representasse bem
a situagao. E se isso nao possivel? E se nao for possivel nem mesmo desenhar uma figura?

Nesses casos, se nao podemos dizer onde estdo exatamente os pontos, nds pelo menos procuramos suas
possiveis posi¢oes. Sendo um pouco mais especifico, verificamos em que regiao ou regioes esta o ponto.

Exemplo 1.1.

(Ibero 2007, Problema 6) Seja F a familia de todos os hexdgonos convexos H que satisfazem as seguintes
condigoes:

(a) os lados opostos de H sao paralelos;
(b) quaisquer trés vértices de H podem ser cobertos com uma faixa de largura 1.

Determine o menor nimero real ¢ tal que cada um dos hexagonos da familia F pode ser coberto com
uma faixa de largura /.

Nota: Uma faixa de largura ¢ é a regiao do plano compreendida entre duas retas paralelas que estao a
distancia ¢ (incluindo ambas as retas paralelas).

Resolucao

A primeira impressio é de que £ = 1, mas nao seria sem graca se fosse isso mesmo? A verdade é que £ = /2.
Basta tomar “quase-quadrados”:

O

Note que se ¢ < /2 entdo existe € tal que £ = /2 — e. Basta tomar § suficientemente pequeno para que
a faixa de largura v/2 — € nao cubra o “quase-quadrado” correspondente.

Vamos provar que ¢ = /2 é suficiente para cobrir todos os hexdgonos de F. Note que, para tanto, basta
mostrar que todo hexdgono de F tem algum par de lados opostos paralelos com distdncia menor ou igual a

V2.



Seja H um hexagono de F. Considere um triangulo ABC formado por vértices alternados de H. Note
que se algum dos lados de ABC' é menor ou igual a /2, uma faixa de v/2 é suficiente para cobrir H, pois a
distancia entre cada par de lados opostos de H é menor ou igual a cada um dos lados de ABC'.

A

C

Assim, suponha que todos os lados de ABC sao maiores do que v/2 e que a sua menor altura seja relativa
a A. Isto quer dizer que a distancia de A a reta BC' é menor ou igual a 1. Com isso, podemos mostrar que

o angulo ZBAC é obtuso, pois, sendo H o pé da altura relativa a A, cos /ZHAB = ﬁg < % = cos45° =

/HAB > 45° e, analogamente, /HAC > 45°.

A
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A nossa meta agora é descobrir onde pode estar o vértice A’, oposto a A em H. Para isso, vamos estudar
a condicao (b) do enunciado. Note que ela é equivalente a dizer que todo tridngulo determinado por vértices
de H tem sua menor altura menor ou igual a 1.

Suponhamos, entao, que sabemos a posicao de dois vértices X e Y do hexdgono H e queiramos saber
onde poderiam estar os outros vértices de H. Seja Z um desses vértices. O interessante é que nao sabemos
qual é a menor altura, entdo devemos pensar nas trés possibilidades (que na verdade sao duas, ja que duas
delas sdo andlogas):

e A menor altura é relativa a Z. Entao a distancia de Z a XY é menor ou igual a 1. Sendo o conjunto dos
pontos a uma distancia fixada de uma reta igual a um par de retas paralelas, concluimos que Z pode
estar na faixa formada por duas retas r e s a uma distancia 1 de XY, excetuando a propria reta XY

e A menor altura é relativa a X. Entao a distancia de X a Y'Z é menor ou igual a 1. Agora temos uma
situacao mais interessante, pois o ponto variavel é Z; como medir a distancia de um ponto fixado a uma



reta variavel? O truque aqui é considerar um circulo C' de raio 1 com centro em X. Se a reta é tangente
a C, entao a distancia de X a essa reta é 1; se for secante, é menor que 1; se for exterior, é maior que
1. Considerando ainda que as retas em questao devem passar pelo outro ponto fixo Y, temos a nossa
resposta:

e A menor altura é relativa a Y. Esse caso é analogo ao anterior.

Assim, dados os pontos X e Y do hexdgono, os demais vértices pertencem & regiao destacada na figura
a seguir:

Para facilitar, chamaremos tal regiao de XY -regiao.

Com isso, podemos continuar o problema. Queremos encontrar as possiveis posi¢oes do ponto A’, oposto
a A no hexagono. Ele deve pertencer a AB-regiao e a AC-regido, ou seja, na intersegao dessas duas regioes.
Além disso, como o hexdgono é convexo, C e o vértice C’, oposto a C, estao em lados opostos em relacao a
AB e AC’ é paralelo a A'C, A’ também pertence a regiao delimitada por CR || AB, BC' e, analogamente,
BQ || AC.
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Se A’ estd no interior do angulo ZC BT, entao a distancia de A ao lado A’B é menor ou igual a 1 e é
possivel cobrir H com uma faixa de largura 1 < v/2, pois a distancia entre A’B e o lado oposto, que contém
A, é menor ou igual a 1; da mesma forma, se A’ estd no interior do angulo /BC'S, a distancia de A ao lado
A’C é menor ou igual a 1 e é possivel cobrir H com uma faixa de largura 1. Caso contréario, AA’ < Vo pois

/MAP > 90°, e é possivel cobrir H com uma faixa de largura AN < /2.

Na verdade, pode-se provar que esse tltimo caso nao pode ocorrer: basta considerar o maior entre os
angulos LA’AB e LA’ AC e provar (por eliminagdo, e usando o fato de que o seno de um angulo maior do
que 45° é maior do que v/2/2) que a distancia de A a A’B ou A’C' (o que participar do maior angulo) é
menor ou igual a 1, considerando o tridngulo AA’B (ou AA'C). [



Exercicios

01. (Hungria 1998) Seja P um poligono convexo com lados de medidas inteiras e perimetro impar. Prove
que a drea de P é maior ou igual a v/3/4.

02. (Cone Sul 1996, Problema 6) Achar todos os niimeros inteiros n > 3 tais que exista um conjunto S,
formado por n pontos do plano que satisfacam as duas condigbes seguintes:

(1) Trés pontos quaisquer nao sao colineares.

(2) Nenhum ponto se encontra no interior do circulo cujo didmetro tem por extremos dois pontos quaisquer
de S,.

NOTA: Os pontos da circunferéncia nao sao considerados interiores ao circulo.

03. (OBM 2005, Nivel 3, Problema 3) Dizemos que um quadrado estd contido em um cubo quando todos
os seus pontos estao nas faces ou no interior do cubo. Determine o maior ¢ > 0 tal que existe um quadrado
de lado ¢ contido num cubo de aresta 1.

04. (Cone Sul 2005, Problema 6) No plano cartesiano tragamos circunferéncias de raio 1/20 com centros
em cada ponto de coordenadas inteiras. Mostre que qualquer circunferéncia de raio 100 que se trace no plano
intersecta pelo menos uma das circunferéncias pequenas.

2. Cobrindo figuras

Problemas desse tipo podem ser resolvidos com uma variedade bastante grande de técnicas. Uma mistura
de casos extremos, casa dos pombos e saber construir exemplos geralmente funciona bem.

Exemplo 2.1.

(USAMO 2007, Problema 2) Um reticulado no plano cartesiano consiste em todos os pontos (m, n), onde m
e n sao inteiros. E possivel cobrir todos os pontos do reticulado com uma familia infinita de circulos cujos
interiores nao se sobrepoem se cada circulo da familia tem raio maior ou igual a 57

Resolucgao

A resposta é nao (os circulos sao muito grandes, nao?). Para isso, suponha que existe uma cobertura desse
tipo e seja C' o maior circulo que nao se sobrepoe com algum circulo da familia. Entao o seu raio r deve ser
menor do que v/2/2; caso contrario, C' cobriria um ponto do reticulado, que nio seria coberto pela familia.

Além disso, C' tangencia pelo menos trés circulos Cy, Cy, C3 da familia. Sejam O, O;, Oz e O3 o0s
centros dos circulos C, Cp, Cs, Cs, respectivamente. Entao um dos angulos Z0,003, /02003, /03001 é
menor ou igual a 120°. Suponha, sem perdas, que é Z01005. Entao, pela lei dos co-senos,

0,03 < 00% + 003 + 00, - 00,



Sejam 71 e ry os raios de C e Cs, respectivamente. Entao 0102 > r1+719, OO1 =7+711 € O03 = r+719.
Substituindo, obtemos

(ri+rm)? < (r4+r)2+ 0 +r)2+r+r)(r+r) < 120 > (r — 3r)(ry — 37)

Mas r < v/2/2 e 11 e r5 sdo maiores ou iguais a 5, de modo que

1272 > (5-3r)2 <= 2V3r>5-3r < r> o
3+2V3
Um célculo rdpido mostra que 3+g 73> g, e o problema acabou. |

Exercicios

05. Trés circulos de raio r cobrem um circulo de raio 1. Encontre o menor valor de 7.

06. (OBM 2002, Nivel 3, Problema 5) Temos um nimero finito de quadrados, de drea total 4. Prove que é
possivel arranja-los de modo a cobrir um quadrado de lado 1.

Obs: E permitido sobrepor quadrados e parte deles pode ultrapassar os limites do quadrado a ser

coberto.

3. Principio do extremo

Considerar a maior (ou menor) distdncia ou algum tridngulo de drea méxima (ou minima) ou ...mdximo
(ou minimo) pode ser bastante tutil.

Exemplo 3.1.

(OBM 2007, Nivel 3, Problema 3) Sao dados n pontos no plano, os quais sdo os vértices de um poligono
convexo. Prove que o conjunto das medidas dos lados e das diagonais do poligono tem pelo menos |[n/2]
elementos distintos.

Resolucao

Talvez esse nao seja o exemplo mais simples no assunto, mas ele envolve tantas idéias interessantes que
merece ser resolvido.

Primeiro, considere dois pontos A e B do poligono cuja distancia é maxima. Tome B de modo que AB
separe o poligono em dois poligonos, um deles com AB como unica distancia maxima.

Em cada um desses dois poligono vamos aplicar o seguinte
Lema 3.1. Seja A1As... A um poligono convexo tal que a maior distancia entre dois de seus vértices,

incluindo diagonais, é A1 Ay. Entao esse poligono tem k — 2 distancias diferentes; caso A1 Ay seja a unica
distancia maxima, entao ha k — 1 distancias diferentes.

Demonstracgao

Sejam A, e Ay, 1 < p < ¢ < k dois vértices do poligono. Vamos provar que, para quaisquer m e n com
p <m < n < qum dos segmentos A,A,, A;A,, é menor do que A,A,. Em seguida, conseguiremos uma
seqiiéncia de k — 2 distancias diferentes.

Como conseguir distdncias menores? Ou, de modo mais geral, como comparar segmentos? Muitas vezes
é melhor transferir tudo para angulos, para que possamos fazer. ..isso mesmo, um arrastao!



Sejam o = LAp A1 Ay, o1 = LA1AR AR, as = LA ARA,, a3 = LAGAL AL, A a intersecao de A A, e
Ay A, (note que, como o poligono é convexo, A estd no interior do segmento A,A,) e oy = LA, AA,.

Suponha que A A, < A,,A,. Entdo, no tridangulo A,,A,A44, s < a3. Além disso, pelo teorema do
angulo externo no triangulo AA,A,,, as < oiu. Ademais, a1 < as e, sendo A; Ay a maior distancia de todas
(e esse é o passo decisivo da demonstragao e mostra o poder do principio do extremo), no tridngulo A A, Ag,
a < «ap. Logo

a<ap <oy laz<ay = a<ay

Definindo os 3’s analogamente e supondo que A,4, < A, A,, obtemos 3 < B4. Porém, observando os
quadrilateros A1 Ay A, A, e ABA,A,,, temos que a+ B+ LA1 A A, + LALAL A, = ag+ Bs+ LAALA, +
[BA, A =360° = a+ 0 =a4+ (4. Mas

o < 0yq

5< B, = a+ 3 <oy +py,

contradigao.
O caso em que m = n fica a cargo do leitor.

Para terminar, basta fazer uma espécie de “zigue-zague”. Comece com AsAy_1, que é menor do que
A1 Ay, (por qué? veja o préximo exercicio!). Pelo que acabamos de provar, A A;_o ou AsAg_1 é menor do
que As A_1. Oba, mais uma distancial Suponha, por exemplo, que A3Aj_1 seja menor. Entao, aplicando o
nosso fato de novo, A4 A;_1 ou A3A;_o é menor do que A3A,_1. Continuamos assim, até acabar o poligono,
e assim conseguimos (conte!) k — 2 distancias diferentes.

No caso em que A Ay é a tUnica distancia médxima, fica para vocé provar (use o poder do arrastao
novamente!) que, no quadrildtero A;A3A;_1 Ak, uma das diagonais é menor do que A3 Ay (bem, isso é
imediato =) e maior do que A Ag_1 (nisso vocé vai ter que trabalhar um pouquinho mais -2), de modo que
ganhamos mais uma distancia, totalizando k — 1. [

Agora, vamos terminar o problema. Lembre que cortamos o poligono original do problema em dois
por uma diagonal AB com medida maxima. Suponha que os poligonos obtidos tenham k+1en —k+1
lados, sendo que o de k 4 1 lados tem a distancia méxima tnica. Nele, obtemos (k + 1) — 1 = k distancias
diferentes, e no outro, (n —k+1) —2 =n — k — 1. Entdo conseguimos d = max{k,n — k — 1} distancias.

k —k—1 n— n
Mas d > =g = 1ol > | 1), i

Exercicios

07. Seja S um conjunto finito de pontos. Prove que se A, B, C, D sao pontos distintos de S tais que
AB e CD sao ambos segmentos de distancia méxima, entao esses segmentos se cortam em seus respectivos
interiores.

08. (Olimpiada de Maio 2003) Beto marcou 2003 pontos verdes no plano, de maneira que todos os tridngulos
com seus trés vértices verdes tém area menor que 1.

Demonstre que os 2003 pontos verdes estao contidos num triangulo 7' de drea menor que 4.



09. (Um cléssicol O Teorema de Sylvester) Dados n pontos, ndo todos colineares, prove que existe uma
reta que passa por exatamente dois desses pontos.

10.  (Cone Sul 2001, Problema 3) Trés tridngulos acutangulos estao inscritos em uma mesma circunferéncia,
de modo que seus vértices sao nove pontos distintos. Demonstre que se pode escolher um vértice de cada
triangulo de maneira que os trés pontos escolhidos determinem um triangulo cujos angulos sejam menores
que ou iguais a 90°.

11.  (Cone Sul 2001, Problema 4) Um poligono de drea S estd contido no interior de um quadrado de lado
a. Demonstre que hé pelo menos dois pontos do poligono que estao separados por uma distancia maior que
ou igual a S/a.

12.  (Vinganga Olimpica 2005, Problema 5) Encontre todos os conjuntos finitos X de pontos no plano, nao
todos colineares, satisfazendo a seguinte condi¢ao: para quaisquer duas circunferéncias distintas, cada uma

passando por trés pontos distintos de X, a intersecao delas também estd contida em X.

13. (OBM 1996, Problema 2) Existe um conjunto finito de n > 2 pontos no plano tais que nao hd trés
pontos colineares e o circuncirculo de quaisquer trés pontos pertence ao conjunto?

4. Fecho convexo

Fecho convexo de um conjunto S de pontos (finito ou infinito) limitado no plano (poderia ser do espago ou
de figuras com mais dimensoes ainda) é a menor figura convexa que contém S. No caso do plano, é figura
obtida quando soltamos um eldstico esticado em torno de S.

Exemplo 4.1.

(IMO 2002, Problema 6) Sejam I'y, I's, ..., T';, circulos de raio 1 no plano, onde n > 3. Seus centros sao Oq,
Os, ..., O,, respectivamente.

Suponha que nédo exista reta que intercepte mais que dois dos circulos. Prove que

1 n—1m
DPERERLED

O
1<i<j<n "

Resolucao

O que é isso? Contas com segmentos de um lado e w do outro? O que fazer?

A primeira idéia ¢, na verdade, transformar tudo em angulos. Seja a;; o angulo determinado entre as
tangentes internas a I'; e T';.




Veja que sen 0‘2” = W = %Oj. A figura a seguir mostra que, para todo x real positivo, senz < x.
1

sen X

°

Assim, #Oj = % < 4, de modo que basta provar que

a;; _ (n—1)m
2 G ST 2 s
1<i<j<n 1<i<j<n

Voltemos para os a;;’s. Eles também aparecem nos préprios circulos, como ilustramos na figura a seguir,
tragando as tangentes externas (que sao paralelas):

0!,-/-/2 051]./2

A condigao de nao haver retas que interceptem mais do que dois circulos se traduz em os a;;/2’s nao se
sobreporem nas figuras. A regido hachurada indica em que regides as circunferéncias diferentes de I'; e I';
nao podem estar.




Assim, a soma de todos 0s «;;’s é menor ou igual & metade da soma de todos os arcos (veja que cada
«;;/2 aparece quatro vezes, totalizando 2«;;), que em principio é n.

Faltou pouco! Mas sera que nao podemos melhorar essa conta? E ai que o fecho convexo entra! “soltando
o elastico”, vemos que alguns arcos nao sao contados:

A soma desses arcos é exatamente a soma dos angulos externos de um poligono, que é 2r. Com isso, a
metade da soma de todos os arcos é menor ou igual a nm — 7 = (n — 1), e acabou. [

Exercicios

14. Dados n pontos no plano, prove que trés deles determinam um angulo menor ou igual a 180°/n.

5. Distancias e nimeros reais

Muitos problemas exploram distancias, e em alguns deles queremos saber se eles satisfazem certas condigoes.
Exemplo 5.1.

(Ibero 1996, Problema 6) Tem-se n pontos distintos A1, As, ..., A, no plano e a cada ponto A; se associa

um numero real \; diferente de zero, de maneira que AiA? = Ay + A, para todos 4, j com 4 # j. Demonstre
que

(a) n<4
(b) Sen:4,entéo%l+/\1—2+)\i3+/\i4:0_
Resolucao

Distancias ao quadrado! Que teorema envolve distancias ao quadrado? Uma dica: o nome do teorema
comeca com “Pit” e termina com “4goras”. Com o seu auxilio, provamos o seguinte

Lema 5.1. Se A, B, C e D sao pontos no plano entao AB? + CD? = AD? + BC? se, e somente se, AC e
BD sao perpendiculares.

Demonstragao

Seja B’ e D’ as projegoes de B e D sobre a reta AC, respectivamente. Suponha que B’ estd mais & esquerda



de D’. Seja B'D’ = k.

B
b
. D'
A a B—'l k . c c
d
D

Aplicando o teorema de Pitdgoras quatro vezes, obtemos

AB? = a? + b? AD? = (a+k)? +d*
CD*=c* +d° BC? = (c+ k)? + b*

Assim,

AB? +CD? = AD* + BC? <= >+ + P +d>=(a+k)>+ b+ (c+k)* +d?
— 2k(a+c+k)=0 < 2k-AC=0 < k=0,

de modo que as projecoes de B e D sobre AC devem coincidir, provando que a igualdade ocorre se, e somente
se, BD é perpendicular a AC. [

Com isso, o problema fica simples. Suponha que n > 4, de modo que existam A;, A; e Az. Note que,
sendo i > 3, A1 A? + A A2 = A\ + \; + Ao+ A3 = A1 A3 + A3A?) e pelo lema, AsA; é perpendicular a A; Aj,
isto é, A; pertence a altura por As de A1 AsA;3. E claro que As nao é mais especial do que A; e Az, assim,
analogamente A; também pertence a altura por A; de A; As A3. Deste modo, A; estd na intersegao das duas
alturas, ou seja, seu ortocentro. Isso vale para todo ponto A; diferente de Ay, As e A3. Mas como sé existe
um ortocentro, s6 pode haver um ponto a mais, ou seja, n < 4. Isso resolve o item a.

Vamos para o item b. Primeiro, considere trés pontos A;, A; e A. Entao

X:&@+&@f&@
A A% =N+ ) ' 2

A2 A2 AL A2
A2 =24+ h e |y, o AT E AL = Ay

j
2
2 _ .
Ajdi = A+ A AR AN A2
B 2
A24 A A2 A A2
Mas, pela lei dos co-senos, M = A;Aj - AjAy - cos LA A; Ay, Assim,

)\i = AZAJ . AZAk - COS ZAjAZ‘Ak
>‘j = AZAJ . A]Ak - COS LAlA]Ak
)\k = AzAk . AjAk + COS ZAZA]CAJ



Vamos supor que A4 é ortocentro do tridngulo acutdngulo A; As A3 (na verdade, cada ponto é ortocentro
do tridngulo determinado pelos trés outros pontos). Note que o tridingulo nao pode ser retangulo, o que prova

ue nenhum 5 T Zero.
e nenh dos \’s pode ser zero

Note que ZAsAjA3 = LA4A5A7 + 90°, de modo que cos LA4AsA; = —sen LA Ay Az. Deste modo,
isolando os co-senos na relacao acima e substituindo na relacao fundamental cos? /Ay Ay As+sen? LAy Ay Ag =

2 2
)\4 + )\2 =1
A2A4 . A3A4 A2A4 : A1A2 B

Como AiA? = A; + A, tirando o minimo e substituindo obtemos

1, obtemos

ML+ X))+ X2 +2) = A+ 2) Az + M) (o 4+ \g)
Dividindo tudo por A\;A2A3\3,
1 1+1+1 1+1_1+1 1+1 1+1
AoAz \ A1 Ao MAd\ds o A/ N A\ M)\ N
Separando o segundo membro:
L1 1N, L1 1y _ 11 1N 1 1N\ 11 1)(1 1
A2Az \ A1 Ao M \ds A/ e\ X\ M A \AL 0 A2/ \ Az Ay

isso? | el 41 1l 4 1 idénci
Para que isso? Ora, para fatorar! Colocando x-(x; + x;) € 5;(5; + ;) em evidéncia no segundo

membro, obtemos
R U N S S S U S SR B W B B
A2 \ A1 A2/ \ A3 A A3 AMAAL A A\ M)
— ! iJri + ! i+i =0
oA \ A1 Ag Mo \ N3 N/

1 i+i+i+i =0
Ao d o A3 M)




Exercicios

15.  (Ibero 1997, Problema 6) Seja P = {Py, Ps, ..., Pigg7} um conjunto de 1997 pontos no interior de um
circulo de raio 1, sendo P; o centro do circulo. Para cada k = 1,...,1997 seja x a distancia de Py ao ponto
de P mais préximo a Py e distinto de Px. Demonstrar que

T} a5+ gy <9

16. (Ibero 1998, Problema 5) Encontrar o maior valor possivel n para que existam pontos distintos Py, P,
Ps, ..., P, no plano, e nimeros reais ry, ro, ..., r, de modo que a distdncia entre quaisquer dois pontos
diferentes P; e P; seja r; + 1.

17. (IMO 1995, Problema 3) Determine todos os inteiros n > 3 tais que existem n pontos A1, Aa, ..., A,
no plan sem que haja trés deles colineares e numeros reais r1, 7o, ..., , tais que, para todos i, j, k distintos,
a area do triangulo A;A; A, é r; + 1 + 1.

6. Esse problema é de geometria??

Muitas vezes idéias geométricas sao uteis em problemas que aparentemente nao sao de Geometria. Como
em Combinatoria, por exemplo.

Exemplo 6.1.

(Cone Sul 1998, Problema 6) O prefeito de uma cidade deseja estabelecer um sistema de transportes com
pelo menos uma linha de 6nibus, no qual:

(i) cada linha passe exatamente por trés paradas;
(ii) cada duas linhas distintas tenham exatamente uma parada em comum;
(iii) para cada duas paradas de 6nibus distintas exista exatamente uma linha que passe por ambas.

Determine o niimero de paradas de 6nibus da cidade.
Resolucao

Vamos representar linhas de 6nibus por uma reta e paradas por pontos. Uma linha passa por uma parada
se, e somente se, a reta correspondente passa pelo ponto correspondente. Reescrevendo as trés condigoes do
enunciado em termos de retas e pontos, temos:

(i) cada reta passa exatamente por trés pontos;
(ii) cada duas retas distintas tém exatamente um ponto em comun;
(iil) por dois pontos passa exatamente uma reta.

Assim, podemos desenhar (isso mesmo!) as possibilidades. Uma é ter exatamente uma linha (cidade
pequena essa, nao?), totalizando trés pontos A, B e C:

00

A B

Agora, pode haver mais pontos. Considere um ponto D fora da reta. Por A e D passa uma reta, e
essa reta nao pode ser ABC, pois ela nao teria trés pontos; essa nova reta nao pode passar por B ou por C,
pois duas retas tém exatamente um ponto em comum. Assim, a reta AD precisa conter um novo ponto E.



Analogamente, obtemos as retas BDF e CDG.

Serd que pode haver mais um ponto H? Vejamos a reta DH. Ela deve cortar a reta ABC em um de
seus pontos, mas nenhum deles serve, ja que ja temos as retas AD, BD e CD e se um dos pontos A, B ou
C pertencesse a DH entdo essa reta e AD, BD ou CD tém dois pontos de intersegao (D e um dos pontos
A, B, C). Entao ndo podemos mais ter pontos. Completando as linhas, podemos obter o seguinte exemplo,
com 7 paradas (uma das linhas é circular):

Com um pouquinho mais de esforco vocé pode provar que o dnico exemplo para 7 paradas é esse.

Deste modo, a cidade tem 3 ou 7 paradas.
Exercicios

18. (OBM 2002, Nivel 3, Problema 6) Arnaldo e Beatriz se comunicam durante um acampamento usando
sinais de fumaga, as vezes usando uma nuvem grande, as vezes uma pequena.

No tempo disponivel antes do café da manha, Arnaldo consegue enviar uma seqiiéncia de 24 nuvens.
Como Beatriz nem sempre consegue distinguir uma nuvem pequena de uma grande, ela e Arnaldo fizeram
um diciondrio antes de ir para o acampamento. No diciondrio aparecem N seqiiéncias de 24 tamanhos de
nuvem (como por exemplo a seqiiéncia PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP, onde G significa nuvem
grande e P significa nuvem pequena). Para cada uma das N seqiiéncias, o diciondrio indica seu significado.
Para evitar interpretagoes erradas, Arnaldo e Beatriz evitaram incluir no diciondrio seqiiéncias parecidas.
Mais precisamente, duas seqiiéncias no dicionario sempre diferem em pelo menos 8 das 24 posigoes.

Demonstre que N < 4096.

Dica: pense em circulos! Defina distancia entre duas seqiiéncias como a quantidade de posi¢oes com
nuvens de tamanhos diferentes nas duas sequiéncias. Por incrivel que pareca, essa distancia satisfaz a de-
sigualdade triangular e podemos definir circulos de raio r e centro em uma seqiiéncia s como as seqiiéncias



com distancia menor ou igual a r de s. A idéia €, entao, pensar no fato de que circulos com centros distantes
nao podem se intersectar.

19. (IMO 1996, Problema 6) Sejam n, p, ¢ inteiros positivos com n > p + ¢. Sejam xg, z1,..., T, inteiros
que verificam as seguintes condigoes:

(a) o=z, =0,¢

(b) Para cada i, 1 <1i < n, tem-se que

Ty —Ti] =POUL; — Ti_1 = —(.

Demonstrar que existe um par (¢, j) # (0,n), tal que z; = z;.

Dica: Primeiro mostre que n = k(p + q), k inteiro maior que 1. Em seguida, desenhe um quadriculado
kp x kq e dé um passo para a direita se x; — r;_1 = p e um passo para cima se x; — r;_1 = —q. O que
significa x; = x; nesse quadriculado? Se vocé conseguiu a resposta, a demonstragao termina ligando pontos!

7. Referéncias bibliograficas
[1] Quer fontes de problemas para estudar? Primeiro, estude um pouco de inglés; depois, visite os seguintes
sites:
http://www.kalva.demon.co.uk/
http://www.mathlinks.ro/
2] E claro, ndo podemos esquecer o site da OBM (esse em portugués!):
http://www.obm.org.br/

[3] Os colegas e amigos Davi Médximo e Samuel Feitosa escreveram um belissimo artigo na Eureka! 25:
Problemas sobre Pontos.



