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1 Produtos Notaveis 4. Se x4y + z = 0, mostre que 23 + > + 23 = 3zyz.
1
1. Se x é um numero real tal que z + — = 5, determine Solugao: Observe que
T
1
o valor de 2 + = 0= (z+y+2)° =23 +2+ 2243 +y)(y+2)(x+2).
Comox+y=—-z,y+z=—-xrex+z=—y, entao:

Solugao: Elevando ambos os membros da equagao
1
r + — = 5 ao quadrado, obtemos:
x 3,.3,.3 _ 3.,30.3 _
rHy°+2°+3(—2)(—x)(—y) = 0 = 2°+y°+2° = 3zyz.

1 1
2 _
z” + 22 T + 2 25, 5. Calcule o valor da expressao

P (2004)3 — (1003)3 — (1001)3
B 2004 - 1003 - 1001

1
e daf, ° + — = 23.
x

Solugao: Vamos tomar z = 1003 e y = 1001. Dessa

2. Fator xpressao F = z° — 52 — . =
atore a expressao z°—5z"—z+5 forma, a expressao S se reduz a:

Solugao: Temos: 5 (x+y)?—a®—y?
ay(@+y)
E — & _522— 245 Mas, como sabemos, (x+y)3 = 23+ 3%y + 3xy? + 3.
) Dessa forma, obtemos:
= z°(x—5)—(x—5)
= (z- 5)(952 -1) G 322y + 3xy? _ 3xy(z +y) _
= (@-5)(@-1)(=+1). wy(x+y)  xylr+y)
) ) R 6. Sabendo que x, y e z sao reais satisfazendo xyz = 1,
3. Simplifique a expressao calcule o valor da expressao
2 2 2 1 1 1
A= m + y + z , A= + + .
(—ylz—2) W-—2)y-—2) (z-2z)(z-y) I+ztay  1+y+yz 14z+az

- . Solugao: Como zyz =1, entaoxz #0,y#0e z # 0.
Solugao: Note que podemos escrever a expressao

. . Assim,
acima da seguinte formas:
z T 1
A =
4 x2 y? 22 z(1+x+xy)+m(1+y+yz)+1+z+xz
= - + N
(—y)z—2) @-yly—2) (@-2)y—2) _ z n z 41
2+ xz + Yz T+ xy + Yz 14+z+ 2z
Assim, reduzindo a expressao ao mesmo denominador B z n x n 1
comum vem: 14 z4axz l4z4ay 1+z+azz
P e e B k) R U  SE———
= @ — )y —2)(z—2) . l4+z+2xz z4z2z4+2yz 1+2422
z Tz 1
T 1 1
Por outro lado, desenvolvendo o denominador, obte- Tz+az Tz+az Tzt az
) 14+z+2x2
mos: - _tesres
1+2z+22
= 1
_ 2 2 2
T — —z)z—2) = (e2y—z2z2—y " +yz)(x—= b
( vy I ) (2y Y 5 4 )(2 ) 7.Seab=1ea?+1b*=3, determinea—2+—2+2.
= xy—xyz—r°z+4+2x2 b a
—a? P+ s — g2 Solucao: Temos:
= ¥ (y—2)—y*(z—2) + 2% —y)
a?  b? a* + 2a%b? + b*
mtet?2 = —Qap
Portanto, b  a a*b
(a2 + b?)?
2 _ 2 _ 2 o —
gy —ye—z+r(z—y) (ab)?
w2 (y —2) —y* (@ — 2) + 2%(z —y) = 9.



b

8.ProvequeseE+g+leeg+—+520,entéo
a b ¢ r y =z

2y 22

§+b_2+c_2:1'

Solugao: Elevando a equacao ad + % + G- 1 ao
a c
quadrado, obtemos:

2 2 2

x Y z Ty Yz Tz

—+—+—+2(——+——+——>:1,
a2 b2 2 a

ou seja,

2 2 2
x Y z xyc + xzb+ yza
—+5+=+2|——) =1
a2+b2+c2Jr < abc >
_a b c
Por outro lado, da equagao — + — + — = 0, temos
x Yy oz

zyc + xzb+ yza = 0. Logo,

. Se a, b e ¢ sd0 trés numeros distintos e satisfazem as
equagoes:

a®+pa+q=0
B3 +pb+qg=0
A +pc+q=0,

calcule a + b + c.

Solugao: Multiplicando a segunda equacao por —1
e somando com a primeira, obtemos:

a® — b +pla—1b)=0,

ou ainda,

(a —b)(a® + ab + b*) + p(a —b) = 0,
(a —b)(a* + ab+b* +p) = 0.

Como a — b # 0, pois os nimeros sao distintos, obte-
mos:

a>+ab+b*+p=0. (¥
Analogamente, multiplicando a terceira equacao por
—1 e somando com a primeira equacao, obtemos:
2 2 _
a“4+ac+cc+p=0. (k%)
Agora, multiplicando (**) por —1 e somando com (*),
obtemos:
ab—ac+b* —c* =0,
alb—c)+ (b—c)(b+c) =0,
(b—c)a+b+c)=0.

Dai, como b — ¢ # 0, segue que a + b+ ¢ = 0.
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10. Sejam a, b e ¢ nimeros reais distintos e nao nulos. Se

a + b+ ¢ =0, mostre que
a—b+b—c+c—a c n a n b _9
c a b a—-b b—c c—a)

Solugao: Fagamos z =

Assim, devemos provar que

1 1 1
(x+y+2) (—+— —> =9,
Ty =z
ou seja,
+y+ +y+ +y+
x+y z+1: Y z+a: Y 2:97
x Y z
ou ainda,
+z T+ z T+
1+ 42 1y +14+ g,
x Y z
SUFE T TR _g
x Y z
Mas,
T+ a—b b- b
- () ()
z c a c—a
_ a? —ab+ bc — c? b
N ac c—a
(@@= —bla—c) b
N ac c—a
_ (a=c)latc)=bla—c) b
N ac c—a
_ (a—c)latc—D) b
N ac c—a
(bbb
N ac
_2p?
 ac’
2 2
Analogamente, concluimos que vtz _ ib e
x a
z+z 2a® .
= ——. Logo, pelo exercicio 4, segue que
Y be
+z z+z T+ 202 202 2¢2
A 228 22
x Y z be ac ab
_ a®+0%+c3
N abc
3abc
= 9. [ZZ=E
( abc )
= 67

como queriamos provar.
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Exercicios PI‘OpOStOS 13. Se a, b e c sao reais nao nulos que satisfazem a+b+c =

0, calcule
1. Fatore a expressao S = z* + 22 + 1.

3113 1 B3\2(04 1 pd o 4
2. Determine a expressao que deve ser multiplicada por (a® +b —:C Zs(a —5&—21) te )
/2 + 2¢/x para obtermos 2x(x? + 4). (a® + 0% + )

14. Prove que se x, y e z sao racionais distintos entao a
expressao

(1P e 11PN (@12 e 1) 1 1 1
S_< (2% — 1) ) ( (% +1)? ) . (yfz)2+(z—:z:)2+(9:—y)2

é um quadrado perfeito.

3. Calcule o valor da expressao

4. Se z? + 3% = 3xy, calcule (1 + E) (1 + g).
Yy T 15. Fatore 8(z+y+2)° — (x+y)® — (y+ 2)® — (z + 2)3.

5. Simplifique
2
(502 +yP+ 22ty +yz+ xz) —(z4y+2)2 (22 +y2+22).

6. Fatore as seguintes expressoes:

23+ 522 +3x—9;

(x —y)z® = (z = 2)y° + (y — 2)2%;
(

7. Simplifique as expressoes:
1 1 1 1 1
(2) -z 1+z 1+22 1+a2% 1—&—358;

1 1 1
C-n-2 -D-2 -0y
(1,2 _ y2)3 + (y2 _ 22)3 + (2’2 _ I2)3

R P R EE

(b)

)

(¢)

T
8. Prove que se + + = 0, entao

=22 G-27 @-pp?

9. Para que valores de a € N a expressio a* + 4 é um
nimero primo?

10. Prove que se a + b+ ¢ = 0 entao

a®+ b+ _a3+b3+c3 a’>+b>+ ¢
5 B 3 2 '

11. Mostre que (a+b)"—a”—b" = 7ab(a+b)(a®+ab-+b2)2.
12. Prove que se a + b+ ¢ = 0, entao

a”+ b+ " a®+b°+cS a?+b%+ 2
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