Introducao a Programacao Linear

1. O que é Programacao Linear?

Vamos apresentar o conceito de problema de programacao linear com um exemplo.

Um fabricante de méveis vende sofds, mesas e cadeiras. Obtém-se um lucro de $5 com cada sofd, $4
com cada mesa e $3 com cada cadeira. Um sofd gasta duas tdbuas de madeira, demora quatro horas para
ser estofado e trés horas para ser acabado. Uma mesa gasta trés tdbuas de madeira (as mesas devem ser
maiores que os sofds), passa uma hora sendo estofada (mesas nao devem ser muito macias!) e quatro horas
no acabamento. Por fim, uma cadeira gasta uma tdbua de madeira, leva duas horas sendo estofada (uma
cadeira deve ser mais macia que uma mesa, mas nao tanto como um sofd. .. ) e duas horas no acabamento.
Tendo disponiveis 5 tabuas de madeira, 11 horas de trabalho para estofamento e 8 horas para acabamento,
que quantidades de sofas, mesas e cadeiras devem ser fabricadas de modo a obtermos o maximo de lucro?

Vamos elaborar um problema de programacao linear que simboliza algebricamente o nosso problema.

Sejam 1, xo e x3 as quantidades de sofés, mesas e cadeiras a serem fabricadas, respectivamente. Assim,
o lucro total a ser maximizado é 5x1 + 4xo + 3x3.

O numero de tdbuas a serem utilizadas é 2x;, + 3x2 + x3, € deve ser menor ou igual ao que temos,
ou seja, 5. Logo 2x; + 3z2 + x3 < 5. Da mesma forma, obtemos as restrigoes 4z + zo + 223 < 11 e
3x1 + 4wo + 223 < 8. E claro que x1, T3 € r3 ndo podem ser negativos (a nao ser que houvesse tdbuas de
madeira feitas de anti-matéria. . . ).

Assim, o nosso problema é
maximizar 5xi + 4xo + 3x3
sujeito a 2x1+3z2+ z3< 5
41’1 + X9 +2(£3 S 11
3x1+4x9+223< 8
T1,X2,T3 Z 0

Problemas desse tipo, onde devemos maximizar ou minimizar uma funcao linear (ou seja, uma expressao
do tipo ¢y 1 +coxa+- - -+, onde ¢, ¢, . . ., ¢, 880 constantes reais), sujeito a um conjunto de inequagoes e
equagoes lineares, sao chamados problemas de programacao linear. Estes problemas sao bastante encontrados
na pratica, sendo muito titeis em Engenharia, Economia e Financas, entre outras aplicacoes.

2. Resolvendo problemas de programacao linear: o método simplex

Para a resolugao de problemas de programagao linear, existe um método conhecido como método simplex (o
nome “simplex” vem do fato do conjunto de restri¢oes lineares representarem geometricamente uma figura
chamada simplexo, que é o equivalente aos poliedros no espago e aos poligonos no plano).

Vamos exemplificar o método simplex resolvendo o problema do fabricante de méveis enunciado anteri-
ormente. Assim, devemos
maximizar 5z +4xs + 3x3
sujeito a 2z1+3x9+ x3< 5
4.’1)1 + X3 +2.’133 < 11
3x1+4xo+2x3< 8
L1,T2,T3 Z 0

O primeiro passo do método simplex é introduzir as chamadas varidveis de folga. Tomemos a primeira
restri¢ido, por exemplo. Ela nos diz que a expressdo 2z; + 3z2 + x3 é menor ou igual a 5. Assim, existe
uma “folga” entre os dois valores. Seja z4 esta folga, isto é, seja x4 = 5 — 221 — 3x92 — x3. Observe que a



primeira restrigao pode ser escrita agora simplesmente como x4 > 0. Definido x5 e x4 de forma anédloga para
a segunda e terceira restrigoes, respectivamente, e fazendo z = 5x1 + 4x2 + 3x3, temos

Xryg = 5—2.131—3.732— T3
I5:1174$17 IQ*Q.Tg I
Te — 8—3£C1—4.’[2—2£E3 ()
z= 5x1 4+ 4xo + 323

e o problema pode ser reescrito desta forma:

maximizar z sujeito a x1,x2, 3,24, Ts5,Ts > 0

As varidveis x4, x5 e xg sdo chamadas varidveis de folga. Por motivos histdricos, as varidveis x1, x2 e
x3 costumam ser denominadas varidveis de decisao.

A principal idéia do método simplex é a seguinte: dada uma solugdo (x1, x2, 23, x4, x5, Te) que satisfaz
todas as condigbes anteriores (uma solugéo desse tipo é chamada solucgao factivel ou vidvel), deve-se encontrar

571 + 475 + 3T3 > Sx1 + 4o + 323.
Repetindo este processo um certo ntimero de vezes, chegaremos a uma solugao étima, ou seja, que torna z
maximo (ou, se for o caso, minimo).

Precisamos, assim, de uma solugao inicial. Isto nao é dificil: fazendo xy = x5 = x3 = 0, temos a solugao
1 =0;20=0; 23 =0; x4 =95; x5 = 11; ¢ = 8,

com z = 0.

Agora vamos procurar uma solugao factivel melhor. Podemos aumentar x; (que é o que faz, a principio,
aumentar mais o valor de z), mantendo x5 = 3 = 0. Mas em quanto podemos aumentar x;?

Sabemos que x4 > 0. Como x5 = 23 =0, temos x4 = 5 — 2z1 > 0, ou seja, x1 < % Da mesma forma, a

partir de x5 > 0 obtemos z; < L o de 24 > 0 obtemos z1 < %. Logo devemos ter x1 < % Fazendo x1 = 37

4
substituindo em (I) obtemos a solugao
> 0 0 0 1
€T = —. X = T rq = MY b — Ly = T = -
1 9’ 2 s 43 s L4 y 45 y L6 9’

com z = % Observe que, de fato, obtivemos uma “melhora”.

Vamos procurar agora uma solugdo melhor ainda. Mas como fazé-lo? Notemos que o sistema (I) nos
guiou na busca de uma nova solu¢do antes. Assim, devemos montar outro sistema de equagoes equivalente
ao primeiro. Observe que em (I) escrevemos as varidveis nao nulas em fungio das varidveis nulas. Fagamos
o mesmo: da primeira equacdo de (I) temos x; = 3 — x5 — %’133 — %u. Substituindo z; nas outras equagoes

272
conseguimos o sistema desejado:
5 3 1 1

xr1 = §—§$2—§.’IJ3—§(E4

r5= 14 bxo + 214
1 1

T = §—|—§x2—§:ﬁ3+§z4
25 7 1 )

2:57§$2+§I37§l’4

Agora podemos procurar outra solucdo. Observemos que nao é vantajoso aumentar x ou x4. Aumente-
mos entao x3, mantendo xo = x4 = 0. Temos que 1 > 0 implica x3 < 3 e xg > 0 implica z3 < 1 (observemos
que x5 > 0 ndo restringe x3). Aumentando x3 para 1, obtemos

r1=220=0;23=1;,24=0; 25 = 1; 6 = 0,



com z = 13. O sistema associado a essa solugao (verifique!) é

r3= 14+ o+ 314 —2x4
xry = 2—2$2—2I4—|— Te
5= 145x0+ 224

z2=13—-3x92— x4— x¢

Continuemos a procurar outra solugdo melhor. Ora, se aumentarmos qualquer uma das variaveis xs, x4
ou g, z ird diminuir. Isto quer dizer que ndo podemos aumentar mais z, ou seja, ji encontramos o maior
valor possivel para z! De fato, como x2, 4 € Tg s80 maiores ou iguais a zero, temos z < 13, com igualdade
se, e somente se, T2 = x4 = 2 = 0. Logo a ultima solugdo é étima (observemos que tal solu¢io também é a
Unica, pois devemos ter zo = x4 = ¢ = 0 e logo s6 podemos ter 3 =1, 1 =2 e x5 = 1).

Assim, devemos fabricar 2 sofds e 1 cadeira. Observe que x5 = 1 indica que ainda podemos dar 1 hora
de folga para o pessoal que estofa os moveis!

Notemos que este método é geral e pode ser aplicado a qualquer problema de programagao linear.
Deve-se observar que ha procedimentos bem determinados:

O método simplex em passos
(1) Introduza as varidveis de folga.
(2) Encontre uma solugéo inicial e monte o sistema associado a ele.

(3) Escolha uma varidvel nula para ser aumentada. Se ndo houver
variavel a ser aumentada, a solugao atual é étima.

(4) Verifique o quanto esta varidvel pode ser aumentada usando o
sistema.

(5) Escreva as varidveis ndo nulas em fungao das nulas e volte ao passo

2).

3. Truques uteis no método simplex

Resolvemos anteriormente um problema de maximizar quantidades com inequagoes do tipo < e varidveis
nao negativas. Mais especificamente, um problema do tipo

maximizar Z CiT;
1<j<n
sujeito a Z a;;x; <b; (i=1,2,...,m)
1<j<n
l’j>0 (_]:1,27,17,)

Podemos reduzir todos os problemas de programagcao linear a um problema semelhante ao anterior.
3.1. Mudando a fungéo }, ., ¢;T;

Suponhamos que queiramos minimizar uma funcao z. O valor minimo de z é igual ao oposto do valor méximo
de —z. Assim, podemos maximizar —z.

3.2. Mudando variaveis

Caso uma varidvel z, seja ndo positiva, tomamos x}, = —xy, que é nao negativa. Caso uma varidvel x, seja
real, fazemos x; = x}' — 1z, , fazendo x}' e r, nao negativas: se ry < 0, temos .732_ =0ex, >0;se x>0,
temos x}' >0ex, =0.



3.3. Mudando restricoes

Podemos transformar uma restricao > em uma restricao < multiplicando os dois membros por —1. Uma
restricao f(x) = 0 pode ser transformada em duas restrigoes: uma do tipo f(z) > 0 (que é equivalente a
—f(x) <0) e outra do tipo f(x) < 0.

Assim, podemos resolver qualquer problema de programacao linear utilizando o método descrito. Na
verdade, podemos programar um computador para resolver estes problemas. Existem varios softwares que
resolvem problemas de programagao linear.

4. Problemas que podem ocorrer no método simplex

4.1. Inicializando o método simplex

Considere o problema em que se deve

maximizar E CiT;

1<j<n
sujeito a Z a;;x; <b; (i=1,2,...,m)
1<j<n
z;> 0 (j=1,2,...,n)
Adicionadas as variaveis de folga =41, ZTpt2, ..., Tntm, Uma solugdo inicial poderia ser x1 = z9 = -+ =
Tn = 0 e terfamos assim x, 4 = bg, k = 1,2, ..., m. Mas se existir um b; negativo, esta solugao nao é viavel.

Cabem entdo duas perguntas: se isto ocorrer, como encontrar uma solugao inicial? Podemos saber se
nao existe uma solugao inicial?

A resposta para ambas as perguntas é sim. A solugdo é adotar um problema auxiliar, introduzindo a
variavel xq:
minimizar ZTo
Sujeito a Z aijijl‘()Sbl‘ (Z: 1,27...,777,)
1<j<n
xz;> 0 (j=0,1,2,...,n)

Observemos que uma solugao inicial para este problema é 1 = x5 = -+ = x, = 0 e x( suficientemente
grande. E f4cil de se verificar que o problema original admite solugao se, e somente se, o problema auxiliar
admite uma solu¢ao 6tima com xg = 0 (observemos que xo nao “deveria estar” no problema — xo > 0 indica
que as restrigdes do problema original ndo podem ser satisfeitas). Assim este problema auxiliar tem duas
finalidades: determinar se o problema original tem solug@o e, em caso positivo, encontrar uma solugao inicial.

Vamos mostrar um exemplo: vamos encontrar uma solugao inicial para o problema de

maximizar I — To+ I3
sujeito a 2rx1 — wo+223< 4
21’1 — 3132 + x3 S -5
—T1+ X2 —2$3§—1
T1,X2,T3 Z 0

O problema auxiliar é
maximizar —
sujeito a 2z — zo+2x3—29< 4
2!E1—3$2+ £C3—£U0§—5
—x14+ x9—2r3—29<—1
2o, T1,T2,T3 Z 0



Introduzindo as varidveis de folga x4, x5 € xg, temos o sistema

ry= 4—2x1+ x9—223+ T
I5:7572I1+31‘27 T3+ g

$6:—1+ T, — ZL’Q+2£L‘3+{E0
— 0
E claro que nado podemos adotar x4 = 4, x5 = —5 e g = —1. A idéia é tomarmos a varidvel de valor

mais negativo (no caso, xs) e trocar por xg. Assim, temos o sistema

Trog— 5+2£L’1*33’]2+ 333+£C5

T4= 9 —2r9— x3+ 75
Te= 4+ 3x1 —4xrs+ 323+ 25
w:—5—2:z1—|—3x2— Ir3 — Iy

Aumentando x5 para 1, temos

S -
T = 4561 4173 41‘5 41‘6
1 5 1
o= 2715817 11‘34*11754*11‘6

= T—— — — — —
T4 2%1 2$3+2£E5+21’6

1 5 1
w:—2+1x1+1x3—1m5—1x6

Agora aumentamos z3: temos

T3 = §—1x +-x —|—§x — =
3= 5 5 1 5 5 5 6 5 0
11
$2:€+5x1+5x5+5x6—5x0
Ty = 3— T1 — T+ 2:60

— T

que é a solucao Otima. Assim, temos uma solugdo para o problema original. Podemos agora voltar ao
problema original. Ainda falta escrever z = x1 — 3 4+ x3 em fungao das variaveis nulas. Basta substituir xo

e x3, obtendo z = —g + %xl — %1‘5 + %x(;. Além disso, podemos omitir g e escrever o sistema inicial
Ty = 8 xr1+ -5+ 3x
A R
1,3 2 1
To= —+ -1+ -x5+ -2
2 5 Tt ETs T
Ty = 3— I — Xg
3
Z=—=—+=-x1— -Ts5+ —Tg

5 5 5 5
e assim proceder com o método simplex normalmente.
4.2. Iterando o método simplex

Fazer uma iteracao no método simplex é encontrar uma solu¢ao melhor que a anterior e montar o sistema
associado a essa solug@o. Para encontrar uma solucao melhor, precisamos aumentar uma das variaveis nulas
e verificar o maior valor possivel que podemos tomar para esta variavel. Caso haja mais de uma variavel que
possa ser aumentada, podemos escolher qualquer uma delas. Em geral, escolhemos aquela cujo coeficiente



em z é mais positivo (ou se for o caso, mais negativo). Pode ser que ndo consigamos achar um valor maximo
para esta variavel. Por exemplo, no sistema

To=5+2x3— x4— 3271
1‘5:7 —3.’1?4—4.%1

z=5+ T3 — XTy4— T1

a Unica varidvel a ser aumentada é x3. Observe que 2 > 0 e x5 > 0 nao impoem nenhuma restricao sobre x3.
Assim, podemos aumentar x3 o quanto quisermos. Neste caso, o problema é ilimitado, ou seja, ndo existe
maximo para z (z pode ser o quio grande quisermos). No exemplo, fazendo z3 =t e 4 = 1 = 0, temos
To =542t x5 =7 e z =05+ t. Para qualquer valor de t, todas as varidveis sao nao negativas e satisfazem
o sistema. Assim, temos uma solucao vidvel para qualquer ¢.

Quando a varidvel a ser aumentada é restringida por mais de uma equagao, podemos escolher qualquer
uma destas equacoes para isolar a variavel.

Como escrever o sistema é s6 fazer uma conta, vemos que sempre conseguimos iterar o método simplex,
exceto quando o problema ¢ ilimitado.

4.3. Terminando o método simplex

Pode ser que o método simplex entre em ciclo, sem nunca encontrar uma solucao 6tima. Isto depende dos
critérios utilizados para escolher a varidvel a ser aumentada e a equagao onde esta varidvel deve ser isolada
no sistema. Por exemplo, se os critérios forem escolher a varidvel cujo coeficiente em z é mais positivo e
escolher, no caso de empate, a equagdo cujo primeiro membro tem a varidvel de menor {ndice (que séo os
critérios mais utilizados), o problema cujo sistema é

1 5
Iy = — 51’14—;1’2-’-51'3— 91’4
1
Tg= — 5:514— §x2+§m3— Ty
1‘7:1— I
z= 10z1 — 57x9 — 93 — 2424

ird entrar em ciclos (verifique!) de 6 iteragoes (isto é, a cada 6 iteragdes obtemos o mesmo sistema).

Na verdade, problemas deste tipo sao raros. Todavia, existem critérios que nunca deixam os sistemas
entrarem em ciclo. Os seguintes critérios evitam ciclos:

Critérios que evitam ciclos

Escolher a varidvel cujo coeficiente em z é positivo e cujo indice é
minimo e escolher, no caso de empate, a equagao cujo primeiro membro
tem a variavel de menor indice.

Uma demonstragao rigorosa desse fato pode ser encontrada na referéncia [1].

5. Consideragoes sobre o método simplex: um pouco de histéria

O método simplex foi desenvolvido em 1947 por G. B. Dantzig para resolver problemas envolvendo o plane-
jamento da Forca Aérea norte-americana e marcou o inicio da Programacao Linear.

Com o tempo, descobriram-se varias aplicagoes praticas da Programacao Linear em diversas dreas de tra-
balho: planejamento e programagao de estoques e producgao, alocagao de recursos em redes de transporte, ente
outras. Atualmente, existem softwares que resolvem diversos tipos de problema de programagao matematica,
incluindo problemas de programacao linear. As aplicacoes atuais envolvem um nimero grande de variaveis,
chegando freqiientemente & casa dos milhares (j4 se falou em aplicagdes com milhées de varidveis), tornando
assim essencial o uso de computadores.



A Programacao Linear ja proporcionou um Prémio Nobel de Economia para L. V. Kantorovich e
T. C. Koopmans em 1975.

6. Exercicios

01. Resolva os seguintes problemas de programagao linear.

a) maximizar 1+ 1229 — 3 b) maximizar 6x + 10y
sujeito a  x1+ 1229 —3x3 <8 sujeito a 3r+ Hy <15
8r1— To+ x3<9 S5r+ 2y <10
Z1,%2,23 >0 z,y> 0

d) minimizar x — 6y

¢) maximizar x4+ y sujeito a  x +4y <21

sujeitoa —x+ y<1

>
—x42y<4 3;—1—25;?
z,y=>0 2y> 0

02. Resolva o seguinte problema, identificando claramente as varidveis de decisao, as restrigoes e a fungao
objetivo.

Uma fabrica de alimentos produz quatro tipos de produtos: A, B, C e D. Sabemos que os lucros
obtidos com cada um desses produtos sao R$2,00, R$3,00, R$4,00 e R$8,00, respectivamente. A capacidade
de producao da fabrica é de 3000 unidades mensais. Sabemos também que cada unidade do produto A leva
3 horas para ser produzido e 1 hora para ser embalado, enquanto o produto B demora 5 horas para ser
produzido e 1,5 hora para ser embalado, o produto C' leva 6 horas para ser produzido e 3 horas para ser
embalado e o produto D leva 10 horas para ser produzido e 5 horas para ser embalado. Levando em conta
que temos 320 horas mensais disponiveis para producao e 160 horas disponiveis para embalagem, encontre a
quantidade de cada produto que deve ser produzida mensalmente pela fabrica de modo a maximizar o lucro
total.

03. Resolva o problema de

maximizar 100x1 + 10xs + x3
sujeito a T < 1
20%1 + 29 < 100
200x1 4 205 + 23 < 10000
T1,%2,%3 > 0

Adote como critério escolher a varidvel de coeficiente em z mais positivo. Quantas iteragoes sao
necessarias?

Observacao: o problema é um caso particular do problema de Klee-Minty

maximizar g 10" a;
1<j<n

sujeito a | 2 Z 109z, | +2; <1001 (i=12,...,n)
1<j<i—-1

> (Gj=12,...,n)

desenvolvido por V. Klee e G. J. Minty em 1972. Pode-se mostrar que o problema de Klee-Minty exige
2" — 1 iteragoes, o que demonstra que o método simplex é exponencial, ou seja, o nimero maximo de
iteragoes cresce exponencialmente em relacao ao tamanho do problema. Em 1979, L. G. Khachian publicou
um algoritmo (chamado método da elipsdide) que resolve todo problema de programagao linear em tempo
polinomial (mostrando que problemas de programagao linear séo de classe P).



7. Uma aplicacao da Programacao Linear em teoria dos jogos

O seguinte jogo foi desenvolvido e analisado por H. W. Kuhn em 1950 e é uma espécie de “pdquer simplifi-
cado”. O estudo é interessante no sentido que mostra que em certos jogos é vantajoso blefar ou até mesmo
“esconder o jogo” em algumas partidas.

7.1. Regras

Neste jogo (para dois jogadores) sao utilizadas trés cartas com os nimeros 1, 2 e 3. No comego do jogo, cada
jogador aposta $1 e recebe uma carta. Em seguida, os jogadores apostam mais $1 ou passam, alternadamente,
até que ambos passam (os dois “saem do jogo”) ou um deles aposta e o outro em seguida passa (o segundo
jogador “foge”). Nas primeiras duas situagoes, quem estiver com a maior carta ganha tudo o que foi apostado.
Na tltima situacao, quem passou perde $1 para quem apostou.

Considere os jogadores A e B, sendo que A comega o jogo. O jogo pode se desenrolar das seguintes
formas:

e A passa e B passa: quem tiver a maior carta ganha $1;

e A passa; B aposta; A passa: B ganha $1;

e A passa; B aposta; A aposta: quem tiver a maior carta ganha $2;
e A aposta e B passa: A ganha $1;

e A aposta e B aposta: quem tiver a maior carta ganha $2.
7.2. Estratégias

A pode seguir as seguintes estratégias:

Estratégias de A
1. Passar; se B apostar, passar de novo.

2. Passar; se B apostar, apostar.

3. Apostar.

B pode seguir as seguintes estratégias:

Estratégias de B
1. Passar, nao importando o que A fizer.
2. Se A passar, passar; se A apostar, apostar.

3. Se A passar, apostar; se A apostar, passar.

4. Apostar sempre, nao importando o que A fizer.

E claro que as estratégias dependem das cartas que A e B receberam. Assim, A tem 3-3-3 = 27
estratégias enquanto B tem 4 -4 -4 = 64.

Usaremos a seguinte notagao: (z1,z2,23) é uma estratégia onde A fard o que estd escrito na linha x4
se receber a carta 1, o que estd na linha x5 se receber a carta 2 e o que estd na linha 3 se receber a carta
3. Define-se (y1,y2,ys) de forma similar para B.

Observemos que hé 27 - 64 = 1728 pares de estratégias. Entretanto, podemos eliminar de imediato as
estratégias “perdedoras”: é claro que se A receber a carta 1 ndao podera fazer o que estd na linha 2. Logo
podemos eliminar as estratégias da forma (2,z9,23) — 3 -3 = 9 possibilidades. Da mesma forma, A nao
poderd fazer o que estd na linha 1 se receber a carta 3. Assim, eliminamos (x1, 2, 1) — mais 9 possibilidades.



Como descontamos duas vezes as estratégias (3,x2,1), A tem agora 27 — 9 — 9 + 3 = 12 estratégias nao
“perdedoras”. Da mesma forma, eliminamos de B as estratégias (2, ya,y3), (4,¥2,93), (y1,¥2,1), (¥1,y2,2),
(y1, Y2, 3), sobrando assim somente 8 estratégias (verifique!).

Ainda podemos cortar mais algumas estratégias: se A receber 2, pode muito bem passar. Se B tirou 1,
néo ird passar; se tirou 3, também néo, pois B ndo adotard nenhuma das estratégias (y1,y2,1) ou (y1,y2, 3).
Logo B ira apostar de qualquer modo, e portanto se A receber 2 pode adotar tanto o que estd na linha 2 como
o que estd na 3, obtendo o mesmo resultado. Assim, podemos eliminar as estratégias da forma (x1,3,z3) (é
claro que poderiamos eliminar as estratégias (z1, 2, z3)). Podemos concluir da mesma forma que, quando B
recebe 2, as estratégias 1 e 3 e as estratégias 2 e 4 s@o equivalentes. Assim, podemos eliminar as estratégias
(y1,3,93) € (y1,4,y3).

Feito isso, temos apenas 8 estratégias para A e 4 para B. Para quem tinha 27 e 64, melhorou bastante,
nao?

7.3. O quanto se pode ganhar usando as estratégias

Temos 3 -2 = 6 possiveis maneiras de distribuir as cartas para A e B. Vamos supor que as 6 possibilidades
s@o igualmente provéveis. Assim, por exemplo, em 1/6 das partidas, A recebe 1 e B recebe 2.

Se A usa a estratégia (1,1,2) e B usa a estratégia (3,1,4), temos (usaremos a seguinte notagao: se A
perder $z, entdo diremos que A ganhou —$x)

Uma partida

* A recebe 1 e B, 2: Apassa, Bpassa................ A recebe —$1.
* A recebe 1 e B, 3: A passa, B aposta, A passa ..... A recebe —$1.
* A recebe 2 e B, 1: A passa, B aposta, A passa ..... A recebe —$1.
* A recebe 2 e B, 3: A passa, B aposta, A passa ..... A recebe —$1.
* A recebe 3 e B, 1: A passa, B aposta, A aposta .... A recebe $2.
* A recebe 3e B, 2: Apassa, Bpassa................ A recebe  $1.

Assim, A ganha, em média, —$% (em contrapartida, B perde, em média, —$%).

Fazendo esta mesma conta para todas as outras 31 possibilidades, temos (verifique! — as estratégias de
A estéo nas linhas; as de B nas colunas)

Tabela 1
A\B (1,1,4) (1,2,4) (3,1,4) (3,2,4)
1 1
1,1,2 — ——
(1,1,2) 0 0 6 6
1 1 1
1,1,3 — —= ——
( ) 0 6 3 6
6 6 6 6
1 1
1,2,3 —— -
( ) 5 0 0 5
1 1 1
3,1,2 - — —_
(3.1,2) : : 0 :
1 1 1 1
(3,1,3) - —= —= —=
6 6 6 2
1 1 1
3,2,2 - - -
( ) 0 2 3 6
1 1 1
3,2,3 —— - ——
(323 0 3 : 3




7.4. Aplicando Programacao Linear

E claro que A pretende ganhar o maximo possivel neste jogo. Portanto, nao pode se ater a uma s6 estratégia,
pois senao B perceberia e conseguiria uma estratégia melhor (por exemplo, se A sempre adotasse a estratégia
(1,2, 3), B poderia adotar a estratégia (1,1,4) — A perderia em média $1 a cada 6 partidas). Assim, A deve
tomar uma combinagao das 8 possiveis estratégias. Seja entdo x; a fragdo das partidas em que A adotou
a estratégia (1,1,2), 2 a fracdo das partidas em que A adotou a estratégia (1,1,3), e assim por diante.
Observemos que x1 + 9 + --- + g = 1.

Da mesma forma, B pretende perder o minimo possivel e ndo pode adotar uma sé estratégia. Assim,
definamos y1, 2, y3 € y4 da mesma maneira. Temos também y; + yo + y3 + y4 = 1.

Assim, A ganha (e B perde) em média

E LilijYj,

1<i<8
155<4

onde a;; é o nimero que estd na linha ¢ e coluna j da Tabela 1 (observe, por exemplo, que nas xys vezes
em que A adota (1,1,2) e B adota (3,1,4), A ganha em média z1a13y3 = —%a:lyg).
Logo A garante ganhar (se B adotar a combinacao y = (y1, Y2, Y3, y4) menos “cara”)
myl’n Z TiQ45Y;

1<i<8
1<j<4

Nosso primeiro problema de programagao linear serd formulado de forma a encontrar uma combinagao
6tima de estratégias para A. Assim, ndo convém termos as varidveis y; no nosso problema. Provaremos

assim que
min E TiQ55Y5 = rnjn E Q5T
Y 1<i<8 J 1<4<8
1<j<4 -

Para mostrarmos isso, notemos que, sendo min; Zl§i§8 aiT; =m,

Z LilijY; = Z Yj Z aij%; | 2 Z yym=m

1<i<s 1<j<4 1<i<8 1<5<4
15524

para todo y. Em particular,

min E TiQ55Y5 Z IIl_iIl E AT (II)
v 1<i<8 J 1<i<8
1<j<4

Agora, fazendo y; = 1, temos Ziééi TiQijYj = Y 1<icg @ijTi- Desta forma, mmyziééi x5y <

> 1<icg @ijT; para cada j. Em particular,

min E zia;5y; < min E a;j; (II1)
YoiSics 7 <i<s
1554 ==

Logo, de (II) e (III),

min E Z;0;5y; = min E Qi T
Y J

1<i<8 1<4<8
1<j<4 -



Assim, nosso primeiro problema de programacao é

maximizar min E ai;T;
1<i<8

sujeito a g ;=1
1<i<8

Para eliminar o “min”, usamos o seguinte “truque”: tomamos o problema de programacao linear equiv-

alente
maximizar z

sujeito a z — Z a;;x; <0 (j=1,2,...,4)

1<i<8 (4)
> =1 (i=1,2,...,8)
1<i<8
Vamos demonstrar tal equivaléncia. Seja z*,z7,...,z5 uma solucdo 6tima de (A). Temos que esta

solugao satisfaz pelo menos uma das restrigées z — Y, ;¢ aj;x; < 0 com igualdade (sendo, poderfamos

escolher z menor), ou seja, z* = >, ;g a;;*; para algum j. Logo 2* = min; >, ;¢ ai;v;.

+ _

O problema (A) pode ser resolvido com o método simplex. Explicitamente (j& fazendo z = 2 z27),

temos que

maximizar z7 — 2z~
sujeito a 2T — 2z~ 1x —|—1x —lx —lx <0
] 6‘3 64 65 66 S
2t — 2~ —lx —|—1 —i—lx +1x +19L‘ —|—1:1c <0
6°" 6 37T T 2T g
2t — 2~ —i—lx —i—la? 1 —i—1 —lx—lx <0
67136 670 377 6%
z+—z_+1x —i—lx —lm —lx —l—lx +1x —&—lx —|—lx <0
Gl T T2 T g T Tt g T gl T I pIs S

1+ T2+ w3+ wa+ x5+ 26+ T+ wg=1
+ —
T1,X2,T3,T4,T5,T6,L7,T8y 2 ,2 ZO

Resolvendo o problema, pode se verificar que uma solu(;éo 6tima (pode-se verificar que hd infinitas) é
11 1
(gcl,xQ,xd,x4,x5,x6,x7,x8) ( 0,0,35,5,0,0,0), com z = —5. Assim, A pode ganhar, no maximo, —$g,
ou seja, perder, no maximo, $ g por partida, em média.
Para minimizar o seu prejuizo, B pode resolver o seguinte problema (que pode ser deduzido de modo
andlogo ao primeiro):
minimizar w
sujeito a w — E ai;y; >0 (i=1,2,...,8)
1<j<4

(B)
> =1
1<5<4
Resolvendo o problema (B), podemos encontrar a solugao (y3,v3,vy5,y;) = (%, 0,0, %), com w* = —%.

Assim, B pode perder no maximo —$-%, ou seja, B pode ganhar no maximo $%.

187
Analisando as estratégias 6timas, temos que

& Se A receber 1, deve adotar 1 e 3 na proporgao 5 : 1.

& Se A receber 2, deve adotar 1 e 2 na proporc¢ao 1 : 1.

& Se A receber 3, deve adotar 2 e 3 na proporgao 1 : 1.



Notemos que A deve blefar em 1/6 das vezes que recebe 1 e deve “esconder o jogo” em metade das vezes
que recebe 3.

Para B, temos que
& Se B receber 1, deve adotar 1 e 3 na propor¢ao 2 : 1.
& Se B receber 2, deve adotar 1 e 2 na proporgao 2 : 1.
& Se B receber 3, deve adotar sempre 4.

Percebemos que B deve blefar em 1/3 das vezes que recebe 1, mas nunca deve “esconder o jogo”.
7.5. Consideragoes finais

Tal procedimento para definicao de estratégias é geral e pode ser aplicado a qualquer jogo finito com duas
pessoas onde uma pessoa dd pontos para a outra pessoa (ou seja, o jogo tem soma zero). Uma primeira
tentativa de formalizar uma teoria para jogos deste tipo foi feita por E. Borel em 1921.

A igualdade w* = z* neste exemplo nao é uma coincidéncia. Pode-se demonstrar que isto sempre ocorre
para todos os jogos deste tipo. Tal teorema é conhecido como Teorema Minimax e foi demonstrado pela
primeira vez em 1928 por J. von Neumann — como curiosidade, a demonstragao original era razoavelmente
dificil, envolvendo o teorema do ponto fixo de Brouwer; descobriu-se mais tarde, com o advento da Progra-
magao Linear, que este teorema é uma decorréncia direta de um teorema importante da Programacao Linear:
o teorema da dualidade. Neste caso, o valor de z* (ou w*) é o valor do jogo. Se z* = w* = 0, dizemos que o
jogo é justo.

8. Mais exercicios

04. Resolva os problemas de programacao linear (A) e (B). Tente descrever todos os possiveis valores das
combinacoes de estratégias étimas.

05. O jogo de Morra (nome infeliz na nossa lingua, eu sei. . . ) é para dois jogadores. Cada um dos jogadores
esconde 1 ou 2 reais e tenta adivinhar, em voz alta, quantos reais o outro jogador escondeu. Se exatamente um
dos jogadores acertou seu palpite, este jogador ganha uma quantia igual ao total de reais que foi escondido.

a) Identifique as possiveis estratégias para cada jogador.
b) Encontre os possiveis ganhos de um jogador de acordo com cada par de estratégias.

¢) Formule um problema de programacao linear que encontra uma combinagao de estratégias que maximiza
a quantia a ser ganha por um dos jogadores. Resolva tal problema. O jogo é justo?

d) Vocé provavelmente supos que os dois jogadores dao seus palpites simultaneamente. Isto seria um tanto
estranho se ndo fosse por escrito, e além disso, a comunicacao entre os jogadores seria prejudicada, entao
vamos supor que A dé seu palpite antes de B. Neste caso, A pode dar seu palpite baseado no palpite de
A, gerando novas estratégias além das que vocé encontrou no item (a). Resolva novamente os itens (a) a
(¢) considerando agora estes fatos. O jogo continua justo?
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