37ª OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 3 (Ensino Médio)

PARTE A

(Cada problema vale 5 pontos)

01. O professor Piraldo passou para Esmeralda uma equação da forma ax = b, sendo a e b reais. Esmeralda se enganou e resolveu a equação bx = a, obtendo uma solução que é igual à correta menos 60. Se a solução correta é da forma [image: image2.png]m +/n



 com m e n inteiros, qual é o valor de [image: image4.png]m+n



?
02. Duas circunferências [image: image6.png]


 e [image: image8.png]


 se intersectam nos pontos [image: image10.png]


 e [image: image12.png]


. A tangente a [image: image14.png]


 por [image: image16.png]


 corta [image: image18.png]


 novamente no ponto [image: image20.png]


 e a tangente a [image: image22.png]


 por [image: image24.png]


 corta [image: image26.png]


 novamente no ponto [image: image28.png]


. Sabendo que [image: image30.png]640



 e [image: image32.png]1000



, determine o comprimento do segmento [image: image34.png]AB



.

03. Três pontos [image: image36.png]


, [image: image38.png]


 e [image: image40.png]


 são marcados no bordo de um círculo de modo que [image: image42.png]m(BAC) = 60°



, [image: image44.png]m(ABC) = 80°



 e [image: image46.png]m(ACB) = 40°



. Escolhemos ao acaso um ponto [image: image48.png]


 no interior do círculo. A probabilidade de que, entre os pontos [image: image50.png]


, [image: image52.png]


 e [image: image54.png]


, o mais distante de [image: image56.png]


 seja [image: image58.png]


 é [image: image60.png]


, em que [image: image62.png]


 e [image: image64.png]


 são primos entre si. Quanto vale [image: image66.png]-



?
04. Um subconjunto de [image: image68.png]


 elementos do conjunto [image: image70.png]


 é dito largo se ao colocar os seus elementos em ordem crescente tivermos a propriedade de que a diferença do segundo menos o primeiro é maior que [image: image72.png]


, do terceiro para o segundo é maior que [image: image74.png]


, do quarto para o terceiro é maior que [image: image76.png]


 e do quinto para o quarto é maior que [image: image78.png]


. Existem quantos subconjuntos largos?

05. Sejam [image: image80.png]


 e [image: image82.png]


 funções dos inteiros não negativos nos inteiros não negativos tais que [image: image84.png]


, [image: image86.png]f(2x +1) = g(x)



, [image: image88.png]g(2x) = f(x)



 e [image: image90.png]


 para todo [image: image92.png]


 inteiro não negativo. Quantos valores de [image: image94.png]


 tais que [image: image96.png]0 =n <2015



 satisfazem [image: image98.png]


?
06. Os reais [image: image100.png]


, [image: image102.png]


 e [image: image104.png]


 satisfazem as equações

[image: image105.png]o pt2e, —=2c+3a, —=3a+b
b T e P 8




Temos [image: image107.png]@+b+c)’=



, com [image: image109.png]


 e [image: image111.png]


 inteiros primos entre si e [image: image113.png]qg=0



. Calcule [image: image115.png]p+q



.
37ª OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 3 (Ensino Médio)

PARTE B

(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1

Considere um tabuleiro [image: image117.png]2015 x 37



, pintado como um tabuleiro de xadrez. Cada linha e coluna tem um botão que inverte a cor de cada casinha da linha ou coluna correspondente, num total de [image: image119.png]2015 + 37

052



 botões. Quantas colorações diferentes do tabuleiro podem ser obtidas?
PROBLEMA 2

Seja [image: image121.png]ABCD



 um paralelogramo com [image: image123.png]


 e [image: image125.png]


. O círculo [image: image127.png]


 passa por [image: image129.png]


, [image: image131.png]


 e pelo ponto médio [image: image133.png]


 de [image: image135.png]BC



, e corta o lado [image: image137.png]CcD



 no ponto [image: image139.png]P+C



. Sabe-se que [image: image141.png]AD



 é tangente a [image: image143.png]


. Calcule a medida do segmento [image: image145.png]MP



.

PROBLEMA 3

Qual é o menor inteiro [image: image147.png]a>1



 para o qual existe [image: image149.png]


 inteiro positivo tal que [image: image151.png]


 é múltiplo de [image: image153.png]2015



?
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