382 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

32 Fase — Nivel 2 (8° ou 9° ano)

PRIMEIRO DIA Olimpfadé;
Brasileira de
Matematica
PROBLEMA 1.

a) Considere todos os ntimeros formados usando os quatro algarismos 1, 2, 3 e 4. Formamos a seguinte

expressdo numérica
Sy = 4321 — 4312 + 4231 — 4213 + ... + 1243 — 1234,

na qual os niimeros sdo listados da esquerda para a direita do maior para o menor, e os sinais + e —
alternam-se até o final. Calcule o valor de S;.

b) De modo andlogo, tomamos todos os ntimeros de nove algarismos distintos e ndo nulos e formamos a
expressao numérica

So = 987654321 — 987654312 + 987654231 — ... — 123456789,

na qual os niimeros sdo listados da esquerda para a direita do maior para o menor, e os sinais + e —
alternam-se até o final. Calcule o valor de Sg.

PROBLEMA 2. As bissetrizes internas dos angulos /ABC e /ACB do triangulo ABC se encontram no
ponto I. A reta paralela a BI que passa pelo ponto A encontra a reta CI no ponto D. A reta paralela a CI por A
encontra a reta BI no ponto E. As retas BD e CE se encontram no ponto F. Mostre que F, A e I sdo colineares se,
e somente se, AB = AC.

PROBLEMA 3. Os ntimeros reais a, b, r e s sdo tais que as raizes da equagdo x> —ax + b =0sdo L e l eas

raizes da equacado x2 —rx+s = 0sdoaeb. Sabendo que a > 0, encontre o seu valor.
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PROBLEMA 4. Considere um tridngulo escaleno ABC com AB < AC < BC. A mediatriz do lado AB corta
o lado BC no ponto K e o prolongamento de AC no ponto U. A mediatriz do lado AC corta o lado BC no ponto
O e o prolongamento do lado AB no ponto G. Prove que o quadrildtero GOKU é ciclico, ou seja, que seus quatro
vértices estdo em uma mesma circunferéncia.

PROBLEMA 5. Uma permutacio (aq,4az,43,...,4,_1,4,) dos numeros do conjunto {1,2,3,...,1n} é legal
se ndo existem dois termos consecutivos cuja soma é um multiplo de 3 e se os dois vizinhos de um termo
qualquer ndo diferem por um multiplo de 3. Por exemplo, (4,6,2,5,3,1) é uma permutacdo legal dos nimeros
do conjunto {1,2,3,4,5,6}. Entretanto, (1,2,5,3,4,6) ndo é uma permutagdo legal do mesmo conjunto, pois os
numeros 1 e 2 sdo vizinhos e sua soma é um mdltiplo de 3. Além disso, outra razdo para ela ndo ser legal, é que
os vizinhos do nimero 4, que séo o 3 e o 6, diferem por um miltiplo de 3.

a) Determine o niumero de permutagdes legais do conjunto {1,2,3,4,5,6}.
b) Determine o nimero de permutagdes legais do conjunto {1,2,3,...,2016}

Observagdo: Uma permutacdo de um conjunto é uma sequéncia ordenada contendo cada um de seus elementos
uma Uinica vez.

PROBLEMA 6. Sejaay = a > 1um inteiro e, para n > 0, defina 4,11 = 2% — 1. Mostre que o conjunto dos
divisores primos dos termos da sequéncia a, é infinito.
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