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1. Seja (a,),>1 uma sucessdo de nimeros reais tal que }_,,>1 5 converge. Prove que

n—eo n

1 n
lim — ) =0.
k=1

2. Encontre todas as fungdes f : R — R tais que

F(P+YPf(x) = xf(y)* — f(x)?

para quaisquer x,y € R.

3. Seja k > 1 um inteiro. Definimos a sequéncia (a,),>o porap =0,a; =1e
Apy1 = kay + an—1

paran = 1,2,... Seja p um numero primo impar. Denote por m(p) o menor inteiro positivo i tal que p|a;.
Denote por T(p) o menor inteiro positivo tal que para qualquer natural j temos p | ajyT(p) — )

(i) Mostre que T(p) < m(p)(p —1).
(i) Se T(p) = m(p)(p — 1), mostre que

1<j<T(p)-1
j£0  (mod m(p))
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4. Seja

A_(zég Vf)

Encontre todos os pares de nameros (1n,m) € N x Z com |m| < n tais que
A" — (n* 4+ m)A

tenha todas as entradas inteiras.

5. Uma bola de futebol é usualmente obtida a partir de uma figura poliédrica que possui faces de dois tipos,
hexdgonos e pentdgonos, e em cada vértice incidem trés faces, sendo dois hexdgonos e um pentdgono.
Diremos que um poliedro é futebolistico, se é semelhante a bola de futebol no seguinte sentido: possui as faces
sendo m-dgonos ou n-agonos (com m # n) e em cada vértice incidem trés faces, sendo dois m-dgonos e um
n-agono.

(i) Prove que m deve ser par.

(if) Encontre todos os poliedros futebolisticos.

6. Sejam C,D > 0. Dizemos que uma fungdo f : R — R é bonita se f é de classe C?, [x*f(x)| < C e
|xf"(x)| < D para todo x com |x| > 1.

(i) Prove que se f é uma fungao bonita entdo, dado ¢ > 0, existe xo > 0 tal que, para |x| > xo, [¥2f'(x)| <

V2CD +«.

(ii) Prove que, se 0 < E < v/2CD, entdo existe uma fungdo bonita f : R — R tal que, para todo xg > 0, existe
x > xg com |x?f'(x)| > E.
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