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Problema 1. Um candidato presta um exame de 4 provas. Cada prova tem no mdximo m pontos.
(m+1)(2m? + 4m + 3)
3

Problema 2. Seja n um inteiro positivo. Encontre o nimero de polinémios p(x) com coeficientes
em {0,1,2,3} tais que p(2) = n.

Mostre que numero de maneiras de se obter um total de 2m pontos é

Problema 3. Prove que o conjunto de sequéncias 0 — 1 de comprimento n que contém exatamente

m ocorréncias de 0 —1 € (22;11)

Problema 4. Para quais valores de n > 1 existe um numero m que pode ser escrito na forma
a1 +az+...+ap(comay € {1},a2 € {1,2},...,a, € {1,2,...,n} em (n —1)! ou mais maneiras?

Problema 5. Um trimino é um reténgulo 3 x 1. um monominé é um unico quadrado. Determine
o numero de maneiras de se cobrir um tabuleiro 8 x 8 usando 21 triminos e 1 monomino.

Problema 6. Sejam m e n inteiros positivos. Suponha que um dado retangulo pode ser coberto por
uma combinagao de pecas horizontais 1 X m e pecas verticais n X 1. Prove que ele pode ser coberto
usando somente um dos dois tipos.

Problema 7. Encontre o nimero de subconjuntos de {1,2,3...,2000} tal que a soma dos elementos
é divisivel por 5.

Problema 8. A sequéncia finita aq,as,...,a, € chamada p-balanceada se qualquer soma da forma
ar + Qpyp + apy2p + ... € a mesma para qualquer k = 1,2,...,p. Prove que se a sequéncia com 50
membros € p-balanceada para p = 3,5,7,11,13,17 entao todos estes numeros sao iguais a zero.

Problema 9. Para um dado inteiro n > 1, duas n-uplas distintas de inteiros (ai,as,...,a,) e
(b1,ba,...,b,) tais que as sequéncias de somas

a) +ag,a1 +as,...,ap_1 +an
e

by +bo,by +b3,...,b,_1 + by

coincidem a menos de uma permutagdo. Mostre que n € uma poténcia de 2.

Problema 10. (Putnam 2000) Seja Sy um conjunto finito de inteiros positivos. Definimos os
conjuntos Si,Sa, ... de inteiros positivos como seque: o inteiro a estd em S,11 Se, e somente se,
extamente um dentre a — 1 ou a estd em S,. Mostre que existem infinitos inteiros N para 0os quais

SN:SQU{N+CL:CL€SO}.

Problema 11. Sejam A, As,...,Bi1,Bs,... conjuntos tais que A; = 0, By = {0},
Apy1 = {x+ 1|z € B,}, Bpy1 = 4, U B,, — A, N B, para todo inteiro positivo n. Determine
todos os inteiros positivos n tais que B, = {0}.

Problema 12. Para cada nimero n, seja f(n) a quantidade de maneiras que se pode expressar n
como soma de numeros iguais a 1,3 ou 4. Por exemplo, f(4) = 4, pois todas as maneiras possiveis
sGod=14+14141,4=143,4=3+1,4=4. Demonstrar que se n é par, f(n) é um quadrado
perfeito.



Problema 13. Sejam ag,a1,... uma sequéncia crescente de inteiros nao negativos tais que todo
inteiro ndo negativo pode ser expresso unicamente na forma a; + 2a; + 4ay onde i,j e k sdao nao
necessariamente distintos. Determine ai99s.

Problema 14. Sejam O(n) e E(n) respectivamente as particoes de n em uma quantidade impar
e par de inteiros positivos. DO(n) denota o nimero de parti¢oes de n em que todas as partes sao
impares distintos. Mostre que |O(n) — E(n)| = DO(n).

Problema 15. Seja p um primo impar. FEncontre o numero de subconjuntos A do conjunto
{1,2,3,...,2p}, tais que:

1. A tem exatamente p elementos

2. A soma de todos os elementos de A é divisivel por p.

Problema 16. Seja Hi um poligono de p lados, sendo p primo. A sequéncia de poligonos Hy, Hs, ... Hp
€ construida da sequinte maneira: dado o poligono Hy, Hyy1 € obtido refletindo cada vértice de Hy,
em relagdo ao seu k-ésimo vértice vizinho, contando no sentido anti-hordrio. Prove que Hy e H,
sao poligonos semelhantes.

Problema 17. Prove que o niimero de particées de n com uma inica parte menor (ela ocorre uma
dnica vez) e parte maior no mdrimo duas vezes a parte menor € igual ao nimero de particoes de n
em que a maior parte € impar e a menor parte é maior do que metade da parte maior.

Problema 18. Mostre que o nimero total de 1’s nas particoes de n € igual ¢ soma dos numeros
de partes distintas em cada particao de n.

Problema 19. Prove que o numero de particoes de n em que apenas as partes impares podem ser
repetidas € igual ao numero de particoes de n em que nenhuma parte aparece mais do que trés vezes.

Problema 20. Seja p um primo impar. Encontre o nimero de subconjuntos de {1,2,...,p} com
a soma de seus elementos divisivel por p.

Problema 21. O nidmero de particées de n em que cada parte aparece ou 2,3 ou 5 vezes € 0o mesmo
numero de particoes de n em que cada parte pertence ao conjunto

P={neNn=2/3,6,9,10 (mod 12)}.



