Teorema de Sarkovsky

Yuri Lima

8 de janeiro de 2008

Resumo

Provaremos um teorema, provado pelo matematico ucra-
niano A. Sarkovsky em [4] que, em poucas palavras,
afirma que Periodo 3 implica Caos, no seguinte sentido:
se uma fungao continua definida num intervalo compacto
da reta nele mesmo tem um ponto de periodo 3, entao ela
possui pontos de todos os periodos. Citaremos, ainda,
uma generalizagao do teorema acima, introduzindo uma
ordem nao-trivial nos inteiros positivos, chamada ordem

de Sarkovsky.

1 Introducao

Surpreendentemente, o tunico resultado de andlise
necessario é o

Teorema 1. (do Valor Intermedidrio) Seja f : [a, b] —
R uma func¢ao continua tal que

fa)=c o f(b)=d
Dado y € [, d], existe = € [a, b] tal que
flz) =y.

Prova. Toda funcgé@o continua leva conjuntos conexos
em conjuntos conexos. Relembrando que os conexos
da reta sao os intervalos, f([a,b]) é um intervalo com-
pacto que contém ¢, d e portanto

f(la,0]) 2 [, d].
|

O restante da prova utiliza argumentos combi-
natérios baseados na construcdo de um grafo, que

serd feita na préoxima se¢do. Antes, vamos obter algu-
mas conseqiiéncias do Teorema 1. Daqui em diante,
I denotara o intervalo [0, 1].

Definicdo 1. Dada uma funcédo f : I — I, denotamos
Fix(f) = {a € I| f(2) = o}
o conjunto dos pontos fixos de f e, para cadan > 1,
Per,(f) = {z € Fix(f™) |n é o menor natural
d tal que f%(z) =z}
o conjunto dos pontos de periodo n.

Proposicao 1. Se f: I — I é continua, entao

Fix(f) # 0.
Prova. A funcao g(x) = f(z) — = satisfaz
9(0)>0 e g(1)<0.

Pelo Teorema 1, existe = € I tal que g(z) = 0, isto
é, z € Fix(f). n

Proposicdo 2. Seja f: I — I continua. Se J C I é
um intervalo fechado tal que f(J) 2 J, entao

Fix(f|s) # 0.

Prova. Seja J = [a,b]. Por hipétese, existem ¢, d €

[a,b] tais que f(c) = a e f(d) = b. Dai, g(z) =

f(x) — x satifaz
glc)=a—c<0 e gd)=b—d>0,

0 que conclui a prova. [ |



Proposicdo 3. Sejam f: I — I uma fungao continua

e Iy,...,I, C I intervalos fechados tais que
f(L) 2 I
f(l2) 2 I3
f,) 2 5.

Entéo existe z € Fix(f") tal que
fi(z) € iy, i=0,1,...
Prova. Necessitamos do

Lema 1. Se Jy,Jo C I sdo intervalos fechados tais
que f(J1) 2 Jo, entdo existe um intervalo fechado
J C Jp tal que

f(J) = Ja.

Demonstragdo. Sejam Ji = [a,b] e Jo = [¢,d]. Pelo
Teorema 1, existem o’,b’ € J; tais que f(a') = ce
f(') = d. Logo, podemos supor que {f(a), f(b)} =
{¢,d}. Defina

ap = max{z € [a,b]|f(z)= f(a)}
bp = min{z € [ag,b]| f(z) = f(b)}.
Afirmamos que f([ag,bo]) = [¢,d]. A inclusao D é

O6bvia. Para a outra, temos dois casos.

I f(a) = ce f(b) = d: tome = € (ag,bp). Se
f(z) < ¢, existe 2’ € (x,b) tal que f(2') = ¢,
contrariando a maximalidade de ag. Se f(z) > d,
existe &’ € (ao,z) tal que f(z') = d, novamente um
absurdo. Logo, f(x) € [c,d].

= ¢ tome z € (ap,bo). Se
f(z) < ¢, existe ' € (ag,xz) tal que f(z') = ¢,
absurdo. Se f(z) > d, existe 2/ € (z,b) tal que
f(&") = d, absurdo. [

II. f(a) = de f(b?

Pelo Lema 1, existe J; C I tal que f(J1) = Is.
Entao

AL =fL)21; = f*(N) 2.

Novamente pelo Lema 1, existe Jo C J; tal que

f%(J2) = I3. Por inducao, construimos Ji,...,J,
tais que

JpC--ChChCh

e
f7(Jl) = 1441, 1= 1,...,'I'L,
onde I, 41 = I;. Assim,
fn(Jn) =LD>J, = dze€ FiX(fnL]n).

Além disso, como

Fi(Jn) C (i) = Liga,
temos fi(z) € I;41. [

Vale comentar as hipdteses e conclusao da
Proposicao anterior. Ao considerarmos o com-
portamento dos intervalos Iy,...,I,, estamos dis-
cretizando a dinamica de f, inicialmente continua,
nas regioes de interesse. A hipotese diz que se a
discretizagao for um ciclo de tamanho n, entao
algum ponto tem seus iterados em I1,..., I, e, além
disso, é fixo de f". Baseados nessas observagoes é
que desenvolvemos a ferramenta da préxima segao.

Comentarios. Em termos de Sistemas Dinamicos, a
Proposicao 3 é um Closing Lemma.

2 Discretizando a Dinamica

Sejam f : I — I continua e Iy,...,1I, C I intervalos
fechados. O grafo de Markov associado a fungao f e
aos intervalos Ii,...,I, é um grafo G = (V, E) tal
que

vV o= {I,..
E

I}
{l; — L | f(I;) 2 Ix}-

Exemplo. Seja f: I — I dada por

flx) = 22 |, 2<1)/2
2—-2x, x>1/2.
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Considere Iy = [0,1/2] e I, = [1/2,1]. Como
f(I), f(I2) = I, o grafo de Markov tem a seguinte
estrutura

I
I

Em termos do grafo de Markov, a Proposicao 3
pode ser reescrita como:

LLSe

L —ILh——1I,— 1§

é ciclo de um grafo de Markov, entao existe = €
Fix(f™) tal que

f7(.23) €liy, 1=0,1,...,n— 1.7

Desenvolvidas as ferramentas, vamos & prova do
teorema de interesse.

Teorema 2. (Perfodo 3 implica Caos) Seja f : I — T
uma fungao continua que possui um ponto de periodo
3. Entao f possui pontos de todos os periodos.

Prova. Seja p; € I tal que

fp1) = b2
f(p2) = b3
f(p3) = Pi1,

com p1 # pa # p3s # p1 € p1 < pa2,ps. Vamos supor
que p; < p2 < p3. O caso p1 < p3 < p2 é tratado de
maneira analoga.

b3

D2 I:
b1

Sejam Iy = [p1,p2] e Iz = [p2,ps]. O grafo de

Markov associado a esses intervalos é

Ip;
I

A existéncia do loop em Iy permitird a construgao de
ciclos de tamanho arbitrario.
Seja n > 1 inteiro. Queremos mostrar que

Per, (f) # 0.
Temos dois casos:
I. n = 2: considere o ciclo
I — I, — I4.
Da Proposigao 3, existe x € I; tal que

fx)el, e f*x)=a.



Como I1 NIy = {p2}, segue que f(x) # x e portanto
x € Pera(f).

II. n > 3: considere o ciclo de tamanho n

ILh—Ih— - I -1 — I

n—2 setas

Novamente pela Proposicao 3, existe x € I3 tal que

f@),....f" @) € I (1)
i) e L (2)
fix) = (3)

Se z & Per,(f), entdao = € Pery(f), para algum divi-
sor préprio d de n. Como

Ogd—1<g§n—2,

temos
=) e b (4)
Das relagoes (2) e (4), segue que
i) = pe
- xr = p3
= flx) = pi ¢l
contrariando (2). Isso conclui a prova. [

3 Uma Generalizagao

Considere a ordem total > dos inteiros positivos
definida por

3= 5> T= - =2:3=2-5%2-T= >
=2k 3ok 5 ookl ok L 9,

Teorema 3. (Sarkovsky) Seja f : I — I uma funcio
continua. Se f possui um ponto de periodo n e
n >= m, entao f possui um ponto de periodo m.

Obviamente, o Teorema 2 decorre do acima, uma
vez que 3 é o maior dos nimeros na ordem »>. Além

disso, esse é o melhor resultado possivel, uma vez
que é possivel construir fungoes que tém pontos de
periodo m mas nao tém pontos de periodo n, para
todo n > m.

Seja p1 € Per,(f), com érbita

O={p1<p2<-<pn}

A prova do Teorema de Sarkovsky se baseia na andlise
das propriedades do grafo de Markov G associado aos
n — 1 intervalos [p;,pi+1], ¢ = 1,...,n — 1. Vejamos
algumas delas.

Lema 2. Existe um intervalo [p;,p;y+1], o qual
chamaremos de [;, para o qual a aresta Iy, — Iy
estd em G.

Demonstragdo. Temos f(p1) € O — {p1} e f(pn) €
O — {pn}. Em particular,

fp1)>p1 e flpn) <pn.
Sejam
pa =max{p;| f(pi) >pi} e I = [pa,Pat1]-
Entao
f(Pa) 2 Pat1 € f(Pat1) < Pas
de modo que f(I1) 2 I. [

Lema 3. E possivel chegar a qualquer vértice de G
partindo de I;.

Prova. Essa é uma das provas mais belas do artigo.
Seja V; o conjunto dos intervalos Iy, Is, ..., I,—1 para
os quais é possivel chegar, partindo de I;, por um
caminho de tamanho i e

vi= cr
LieVi

Vamos mostrar que U; = [p1,p,] para i suficiente-
mente grande. Valem as inclusoes

0A£ViCVigr e 0#£U; CUiga,



pois a cada caminho C' de tamanho i podemos
associar um caminho de tamanho ¢ + 1, adjuntando
o lago Iy — I ao inicio de C.

Em quais condigbes V; # V;y1, isto é, em quais
condicoes existe I, € V;11\V;? Se existir I; € V; tal
que f(0I;) € U, isso ocorre. De fato, existird um
intervalo I, ¢ V; tal que f(I;) D I. Adjuntando a
aresta I; — I ao caminho de tamanho 7 ligando I;
a I;, concluimos que I € Vj41.

Com isso, quando a seqiiéncia (V;) se estabiliza,
digamos V; = V; 41 = - -+, temos

Como o tnico subconjunto de O estavel por f é ele
mesmo, obtemos a igualdade

UunO=0 = U;=[p1,pn)

Lema 4. Suponha que nao exista um caminho em G
ligando I; a I, para todo 7 > 1. Entao n é par, f
possui um ponto de periodo 2 e leva os elementos de
O a esquerda de I; nos elementos de O a direita de
I; bijetivamente.

Prova. Vamos mostrar a tltima afirmagdo. As
outras seguirao dessa. Sabemos, pelo Lema 2, que
Iy = [pa;Pat1], onde p, = max{p;|f(pi) > pi}.
Suponha, por absurdo, que exista i tal que
f(pi) < pa, 1 <i<a. Sejai o maior desses indices.
Temos f(pi) < pa € f(Pi+1) = Pat1 € portanto a
aresta [p;,piy1] — I estd em G, contradizendo a
hipotese. Isso prova a primeira e terceira afirmacoes.

Para o que falta, sejam J; = [p1,p.] e Jo =
[Pa+1,Pn]- Temos

f(h)=J e f(h)=J = [f*(N)=,

implicando que existe p € J; tal que

f2(p) =p.

Como f(p) € Jo e J1NJy = 0, segue que p tem
periodo 2. ]

Suponha que f possua um ponto de periodo impar.
Sejam n o menor desses valores e p € Per,(f). O
grafo de Markov associado a p, que contém n — 1
vértices, tem algumas particularidades.

Lema 5. Nas condigoes acima, G satisfaz simultanea-
mente:

(a) Existe um ciclo de tamanho n — 1

L —Ih— - — Iy 1 — 1.
(b) Nenhuma aresta Ij — Iy, j > 1e k > 1, estd
em G.

(c) Toda aresta I,—1 — I;, j < n impar, estd em

G.

Prova. (a) Sabemos que se G possui um ciclo, entao
ele possui ciclos de tamanho arbitrariamente grande,
devido ao loop I1 — I;. Em principio, esperariamos
criar o ciclo de tamanho n — 1 provando alguma
propriedade maximal, mas a observacao acima diz
que isso nao é possivel. Considere, entdo, o ciclo
de menor tamanho contendo I; e pelo menos outro
vértice diferente de I, digamos

L —L— - —I;,— I, k<n-—1.

Tal ciclo existe, pois, como n é impar, o Lema
4 garante a existéncia de um caminho ligando
algum vértice I;, j # 1, a I e, pelo Lema 3, I;

também se liga a I;. Por absurdo, suponha k < n—1.

Note que k nao é impar, pois senao f possuiria um
ponto de periodo impar k < n. Por outro lado, k
também nao é par, pois o ciclo
— I, — I

Il %11 —>IQ—>

garantiria a existéncia de um ponto de periodo impar
k+1 < n, novamente um absurdo. Assim, k =n—1.

(b) Decorre de (a), pois o ciclo tem tamanho minimo.



(¢) Por (b), de I} partem apenas duas arestas:
Il—>Il (§ I1—>IQ.

Dai, se f(pa) = pi € f(pa+1) = pj, entao |i — j| = 2.
Comoi>a+1ej<a, temos dois casos:

Li=a+1lej=a—1: temos Iz = [pag—1,Pa]- O
grau de saida de I, pela minimalidade do ciclo e
pelo item (b), é 1. Logo, f(I2) contém apenas I3,
donde f(pa—1) = Pa OU Pat2. Como I; # I3, temos
f(pafl) = pat2 e daf I3 = [Pa+1,Pa+2]~ Por indugao,
se I; = [pi,pit1], j < n—1, o fatode I; — I
nao estar em G, as relagoes f(pi), f(i+1) # Da
e a alternancia dos intervalos iniciais garantem
que I1,1o,...,I,_1 estao distribuidos em simetria
alternada em relacdo a p,. Portanto, f(p2) = p, e
f(p1) = pa, provando que f(In—1) 2 [pa;pn)-

II. i =a+ 2 e j = a: analogo ao anterior. |

Encaminhamos o leitor interessado no restante da
prova a [1]. Para os mais interessados, [3] contém
uma compilagao de provas simples do Teorema 3.
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