Grupo fundamental 1

Este é um “crash course” em Topologia Algébrica. Espero que estas notas os instiguem a aprender mais sobre esta bela
drea da Matemdtica. Em todo caso, vocé podera contar os teoremas aqui mostrados (ponto fixo de Brouwer, Borsuk-Ulam,
etc.) em festas para impressionar seus amigos e fazer o maior sucesso!

1 Teorema do ponto fixo de Brouwer
Notagao:
st {zeC||z| =1} (circunferéncia unitéria: sé a casca)

p* ¥ {zeC||z| <1} (cfrculo unitério: casca e miolo)

(o indice denota a dimensao do objeto)
Teorema 1.1 (Brouwer) Qualquer funcao continua f: D* — D? admite um ponto fizo, i.c., existe x € D? tal que f(x) = .

A demonstracio é uma reducio ao teorema a seguir. Uma retragao r: D?> — S' é um mapa continuo que é a identidade
quando restrito a S*.

Teorema 1.2 (No retraction) Ndo existem retragdes r: D? — S1.

Para demonstrar o “no retraction theorem” vamos construir na secao seguinte um funtor de espacos topolégicos para
grupos que “mede buracos”.
Um funtor F' de espagos topoldgicos para grupos € uma associagao

1. para cada espago topoldgico X, um grupo F(X);
2. para cada fungao continua f: X — Y, um morfismo F(f): F(X) — F(Y) de grupos.
Esta associagao esta sujeita aos seguintes axiomas:
1. F preserva a fungao identidade: F(idx) = idp(x) para todo espago topolégico X;
2. F preserva composigoes: dadas fungoes continuas f: X — Y e ¢:Y — Z, temos que F(go f) = F(g) o F(f).

Suponha por um instante que tenhamos construido um funtor F' tal que

F(D?) = 0 (grupo trivial)
F(S') # 0 (digamos F(S') = Z por exemplo)

(é neste sentido que F' mede buracos). Se realmente existisse uma retracio r: D?> — S, terfamos que a composicao

inclusa
Sl mclusao D2 T Sl

seria a identidade em S'. Aplicando F terfamos que
F(S') — F(D?*) — F(S")

é igual a identidade, mas isto é absurdo, porque F(D?) =0 e F(S!) # 0.

Exercicio 1.1 O teorema do ponto fixo de Brouwer vale para o toro S x S1 (s a casca)?

2 Grupo fundamental

Fixe um espago topolégico X. Um caminho em X é uma aplicagio continua +:[0,1] — X; um caminho 7 é chamado de
lago se v(0) = (1) (equivalentemente, um lago é uma fungao continua :S* — X). Dizemos que dois caminhos v e §
sao homotdpicos, e escrevemos v ~ §, se o primeiro pode ser continuamente deformado no segundo: existe uma fungao
continua h:[0,1] x [0,1] — X tal que h(0,z) = vy(z) em “tempo 0” e h(1l,z) = §(x) em “tempo 1”. Mais geralmente, duas
fungoes continuas f,g: X — Y sdo homotdpicas (em simbolos f ~ g) se existe uma fungdo continua h: [0,1] x X — Y tal
que h(0,z) = f(z) em tempo 0 e h(1,z) = g(x) em tempo 1.

De agora em diante, trabalharemos com espagos topolégicos pontuados (X, z¢), isto é, um espago topoldgico X com
uma escolha de um ponto base zy € X. Um laco v em um espago pontuado (X, zg) é definido como um lago em X tal
que v(0) = (1) = xp; uma homotopia h entre dois lagos deve satisfazer a condigao adicional h(t,0) = h(t,1) = xg para todo
t € [0,1] (em outras palavras, x — h(t,z) é um lago no espaco pontuado para cada t). E facil ver que ~ é uma relacio de
equivaléncia no conjunto dos lagos, e denotamos por [y] a classe de equivaléncia de ~.



No nosso exemplo concreto X = S ou X = D?, tomaremos o ntimero complexo o = 1 como ponto base. Exemplos de
lacos em ambos os espacos sao dados por v(z) = 2™ e pelo laco constante eg(x) = 1 para todo z € [0,1]. E facil ver que
em X = D? estes lagos sdo homotépicos (por exemplo, tome h(t, z) = e2™®). Veremos entretanto na préxima segao que -y
nao é homotépico a eg em X = S,

Definimos a concatenacao de dois lagos v e § como sendo o lago % § dado por

2% e 0<zx<1/2
(y*0)(z) = {}éx) 1) ie 1/2<z g/l

Agora definimos uma operagao de multiplicacdo (em geral ndo comutativa) nas classes de equivaléncia de lagos:

] - [6] € [y * 4]

E fcil mostrar (mais meio chato, e melhor feito na privacidade do seu lar) que esta operacao estd bem definida e é associativa.
O lago constante

eo(z) = xo, x €10,1]

é a identidade desta operacdo, i.e., [y]-[eo] = [eo]-[Y] = [7] para todo laco 7. Finalmente temos que [v]-[y~] = [y 1]-[7] = [eo],
onde v~ é definido como

v He) Ey(1-2),  wel01]

isto é, percorrendo 7 na diregao oposta. Com isto temos uma estrutura de grupo no conjunto das classes de equivaléncia de
lagos. O grupo assim obtido é chamado de primeiro grupo fundamental de X e é denotado por 71 (X, zg). Por exemplo,
é facil ver que 7 (D?,x9) = 0 para qualquer ponto zg € D?.
Agora seja Y um segundo espaco topoldgico e f: X — Y uma funcdo continua. Temos que f dé origem a um morfismo
de grupos
m (X, z0) = m(Y, f(z0))
] = [f o]

(novamente é facil e chato demonstrar que tudo estd bem definido). Claramente esta associagdo respeita a identidade e
composicoes, e portanto temos que o grupo fundamental define na verdade um funtor. Este funtor é um dos candidatos para
completar a demonstracio do teorema do ponto fixo de Brouwer; na préxima seciao veremos que de fato m1(St, 1) # 0.

Exercicio 2.1 Para mostrar que vocé realmente entendeu as definigbes, prove que 7 * eg ~ 7y para qualquer lago ~.
Exercicio 2.2 Seja x; € X outro ponto base e a:[0,1] — X um caminho ligando z¢ a x; (i.e., a(0) = z¢ and a(1) = z1).

Para um lago v em X com v(0) = v(1) = x¢ defina o laco

a a1(3zr) se0<x<1/3
(atsyxa)(z) = yBr—1) sel/3<x<2/3
a(Bz—2) se2/3<z<1

Mostre que
m1(X, 20) — m (X, 1)
[ = la™ v xa

esta bem definido e é um isomorfismo de grupos. Isto mostra que se o espago for conexo por caminhos, tanto faz a escolha
do ponto base.

Exercicio 2.3 Sejam (X, zq) e (Y, o) dois espagos topolégicos pontuados conexos por caminhos. Mostre que as projegoes
XxY —>XeXxY —Y dao origem a um isomorfismo

(X XY, (20,90)) = m1(X,20) x m1(Y,90)

Exercicio 2.4 Seja X a faixa de Mébius (mais conhecido como logo do IMPA) e A sua circunferéncia medial (isto é, a
circunferéncia que fica no equador, nao a da borda). Seja o € A um ponto base. Mostre que a inclusdo A — X induz um
isomorfismo 71 (A, xg) = 71 (X, 29). Em outras palavras, o grupo fundamental da faixa de Mébius é igual a da circunferéncia.
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3 Grupo fundamental da circunferéncia

Vamos calcular 71(St,1). O truque consiste em considerar o “recobrimento” de S! pela reta real R:

R % St
T — 6271'1':1:
(imagine a reta R como uma espiral sobre S! e p:R — S! como a projecio vertical).

Teorema 3.1 (Path lifting) Seja v:[0,1] — S um lagco com v(0) = (1) = 1. Existe um tinico “levantamento” de v, i.e.,
um caminho 4:10,1] — R tal que poy =+ e ¥(0) = 0.

PROVA Primeiramente, observe que a pré-imagem por p de um arco aberto de (digamos) 60° é uma unido disjunta de
intervalos abertos de R homeomorfos ao arco. Agora, dividimos o intervalo [0, 1] em um nimero finito de intervalos abertos
U; de modo que, para cada i, v(U;) esteja contido em um arco aberto de 60°: isto é possivel porque para cada ponto x € [0, 1]
a pré-imagem por v do arco aberto de 60° com centro em ~y(z) é aberto pois 7 é continua, e portanto existe um intervalo
aberto U, C [0,1] contendo = para o qual y(U,) estd contido neste arco; como os U, cobrem o espago compacto [0, 1],
podemos extrair uma subcobertura finita U;. Para fixar a notagao, numere os U; em ordem crescente de suas extremidades
& esquerda. Finalmente, comegando do intervalo Uy que contém o 0, s6 hd uma maneira de levantar v|y, em um caminho
7:U; — R concordando com o levantamento do intervalo anterior U;_1. O

Precisaremos também do

Teorema 3.2 (Homotopy lifting) Sejam v,4:[0,1] — St dois lagos homotdpicos e h:[0,1] x [0,1] — S* uma homotopia
entre eles. Existe um inico “levantamento” de h, i.e., uma fung¢ao continua h:[0,1] % [0,1] — R tal que poh = h e h(t,0) =0
para todo t € [0, 1].

Prova A idéia é idéntica & do path lifting: como antes, existem um ndmero finito de intervalos abertos U; C [0,1] e V; C [0, 1]
tal que a imagem h(U; x V;) de cada retangulo U; x V; esteja inteiramente contida em um arco aberto de 60° (o angulo
mistico que faz esta demonstragao funcionar, ha, ha, ha, ...). Basta construir o levantamento de retdngulo em retangulo,
comegando daqueles que contém [0, 1] x {0}. O

Teorema 3.3 Temos um isomorfismo 71(S',1) = Z. Um gerador deste grupo ¢ a classe do lago \(x) = e*™@ x € [0,1].

PRroOvA Definimos um mapa
7 — w1 (S*)1)

n—n- [\
Para mostrar que este mapa é um isomorfismo, vamos definir um outro no sentido contrario (o candidato a inverso):
1 (Sl, 1) — 7
(] = 4(1)

onde 4 é o levantamento de y como no teorema acima. Observe que p(5(1)) = 1 e portanto (1) é um inteiro. O problema
é mostrar que isto estd bem definido, isto é, se v ~ ¢ entdo (1) = 0(1). Seja uma h uma homotopia entre v e § e h o
levantamento de h. Temos que ¢ — h(t,1) é um mapa continuo, mas como po h(t,1) = h(t,1) = 1 temos que h(t, 1) é inteiro,
portanto ¢ — h(¢,1) é constante, logo 4(1) = h(0,1) = h(1,1) = 6(1), como desejado.

Agora vamos mostrar que este mapa é um morfismo de grupos. Sejam 7 e ¢ dois lagos e m = (1) e n = §(1). Considere
a concatenagao de 4 e 4, definido como

= (22 se 0 <z <1/2
(7*5)(x)dzf {Z%(-i-)g@l’—l) se 1/2§£C§/1

Entao fm = 5 %6 j4 que ambos siio levantamentos de 7 * & (unicidade!). Daf (m)(l) = (% 0)(1) = m+n, que é o que
querfamos mostrar.

Agora vamos mostrar que os mapas definidos sao realmente inverso um do outro. E f4cil ver a partir das definigdes que
Z — m1(St,1) — Z é identidade. Para mostrar que 71(S,1) — Z — 71(S1,1) também ¢ a identidade, seja [y] € m1(S*,1) e
n = 4(1). Temos que mostrar que v ~ \,, onde \,(x) = e2™"*_ Mas como 7 e A, sao dois caminhos em R comecando em 0
e terminado no mesmo ponto, eles sao homotdpicos no sentido de que existe uma aplicagao continua h: [0,1] X [0,1] — R com
h(0,z) = (), h(1,z) = An(z), h(t,0) = 0 e h(t,1) = n para todo z e t (por exemplo, tome h(t,z) = (1 —t) - 5(z) + t - nx).
Mas agora p o h é uma homotopia entre ve . D



Exercicio 3.1 Calcule o grupo fundamental do toro S' x S*.

Exercicio 3.2 Se A C X, uma retragao r: X — A é um mapa continuo tal que r| 4 = id. Mostre que nao existem retragoes
nos seguintes casos:

(a) X = D? x S! (toro sélido, mais conhecido como doughnut) e sua borda A = 9X = S x St.

(b) X ¢é a faixa de Mobius e a sua borda A = S! (ndo a sua circunferéncia medial).

4 Qutras aplicagoes

Definigao 4.1 Seja f: S! — S* um mapa continuo, e considere o mapa normalizado fo: S* — S* dado por fo(2) = f(2)/f(1),
que leva o ponto base 1 no ponto base 1. Utilizando o isomorfismo 71(S!,1) = Z, o mapa

7T1(f0)171(51» 1) — 7T1(51» 1)
é dado pela multiplicacdo por um inteiro, chamado de grau de f e denotado por deg(f) (em reveréncia ao termo gémeo em
inglés, o degrau).
Por exemplo, se f(z) = 2" para z € S!, entdao deg(f) = n. Temos o seguinte
Lemma 4.2 Se f,g:S' — S! sdo duas fungées continuas homotdpicas, entao deg(f) = deg(g).

PROVA Seja h:[0,1] x S' — S* uma homotopia entre f e g, e considere o lago A(x) = ?™@  cuja classe gera 71(S1,1). Entdo
deg(f) é dado por fo\ (mais precisamente, pela imagem da classe de fo ) pelo isomorfismo 71 (S!, 1) = Z, mas vocé j& pegou
a idéia...), e da mesma forma deg(g) corresponde a g o A\. Porém h(t, A(z)) é uma homotopia entre estes dois lagos. O

Agora utilizaremos este fato para provar o
Teorema 4.3 (Teorema fundamental da Algebra) Todo polinémio p(z) € Clz] possui uma raiz complexa.

ProvAa Podemos supor que p(z) = 2" +a,_12" "1+ -+ ap seja moénico com n > 0. Suponha que p(z) # 0 para todo z € C.
Podemos definir a funcéo continua

at p(2)/p(1)
1&) = @)

de S' em S, j4 devidamente normalizada. Agora vamos calcular o grau de f de duas formas distintas. A primeira utiliza o
fato de que f(z) é aproximadamente z para |z| — oo. Considere

m(t, z) A gn p(z/t) = 2" 4 ap_1t2" " -+ apt”
Observe que m(t,z) # 0 para todo t € [0,1] e z € S'. Portanto podemos definir h:[0,1] x S* — S! dada por

at m(t, ) /m(t, 1)
hoolt,2) = S ) 1)

que mostra que f(z) e z™ sdo homotdpicas, e portanto deg(f) = n.
A segunda maneira de calcular deg(f) utiliza o fato de que p(z) # 0 para z € D? para “deformar” f na fungio constante
1. Basta considerar
ar p(tz)/p(t)

ho(t, ) & ZEEVPA
’ p(tz)/p(t)]
Assim deg(f) = 0. E, acho que tem alguma coisa errada. . . D
Mais notacao:
gn & {(@1,.. @pp1) ER™ | 2f + - 422, =1} (esfera unitaria)
pr & {(x1,...,2p) ER™ |22 4. + 22 <1} (disco unitario)

(O bordo de D" é 9D = S™~1).
O préximo teorema é mais um dos cldssicos (isto é, que devem ser estudados em classe), mas eu vou deixé-lo como
exercicio.
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Teorema 4.4 (Borsuk-Ulam) Seja f: 5% — R? uma aplicag¢do continua. Eviste um par de pontos antipodais (i.e. diame-
tralmente opostos) P e —P de S? tal que f(P) = f(—P).

O teorema, obviamente, diz que existem dois pontos diametralmente opostos da Terra cujas temperatura e pressao sao
idénticas! Outra conseqiiéncia é o seguinte

Teorema 4.5 Sejam Fy, Fy, F3 trés subconjuntos fechados de S?. Se F1 U Fy U F3 = S? entio pelo menos um dos F; contém
dois pontos diametralmente opostos.

Exercicio 4.1 Mostre que todo mapa continuo f: S' — S* com deg f # 1 possui um ponto fixo.
Exercicio 4.2 Mostre a reciproca do lema 4.2 acima: se deg(f) = deg(g) entao f ~ g.

Exercicio 4.3 Seja p(z) € C[z] um polinémio sem raizes em S'. Mostre que o ntimero de raizes de p(z) no disco D? ¢ igual
df
ao grau de f(z) = p(2)/|p(2)|-

Exercicio 4.4 Neste exercicio vamos demonstrar o teorema de Borsuk-Ulam. Suponha que ele seja falso e considere a fungao

g: 5% — S! dada por
Jpy &SP = TP)
|f(P) = f(=P)]
onde |- | denota a distancia em R2. Restrita ao equador, temos que g define uma fungao fmpar g;: St — St ie., g1(—2) = —2
para todo z € S*.
(i) Mostre que se g;: ST — S! é uma fungdo fmpar, entdo deg(g;) é fmpar. (Dica: use o path lifting theorem)

(ii) Mostre que ¢g; dado acima é homotdpico a uma fungéo constante, contradizendo (i). (Dica: deforme g1 até o pdlo norte
de S?)

Exercicio 4.5 O teorema de Borsuk-Ulam vale para o toro? Em outras palavras, é verdade que para todo mapa continuo
f:8t x 8T — R? existe (z,y) € ST x St tal que f(x,y) = f(—z,—y)?

Exercicio 4.6 Sejam F}, Fy, F3 trés subconjuntos compactos de R3. Mostre que existe um plano H que simultaneamente
divide cada um dos F; em dois pedagos de mesmo volume.

5 Homologia

WARNING! A partir desta se¢ao, as provas de muitos resultados serdo omitidas por um problema de relatividade, a contracao
do espaco-tempo.

Nao surpreendentemente, o teorema do ponto fixo de Brouwer vale em qualquer dimensao: se f: D™ — D™ é uma funcao
continua, entao ela tem um ponto fixo. Esta versao generalizada é particularmente interessante para n = 3, porque este é
outro fato que pode ser contado em festas para impressionar seus amigos: nao importa como vocé misture o café em uma
xicara, sempre existe uma particula de café que retorna ao seu lugar de origem! A demonstragdo é a mesma da primeira
segao, uma vez que conseguirmos construir funtores que “medem” buracos n-dimensionais; em outras palavras, queremos um
funtor F' para o qual F'(D™) = 0 mas F(S™) # 0.

Para cada n > 0, vamos construir um funtor H,, de espagos topoldgicos para grupos abelianos que mede buracos do
tipo “limitados por S™”. A fim de simplificar a construcao, substituimos D™ por um n-simplexo A, j4 que o bordo de A,
é formado por (n — 1)-simplexos A,,_1, o que facilitard uma abordagem indutiva.

Definicao 5.1 No espaco RY considere os vértices
v £(0,0,0,0,0,...), v 2(1,0,0,0,0,...), w2 2(0,1,0,0,0,...),  etc

O n-simplexo elementar A, é a combinagao convexa

Andzf[vo,vh...,vn]:{tovo-f—"'-f-tnvn|ti207t0+"'+t":1}

Para 0 < i < n, a i-ésima face Agf) de A,, é definida como

5y df
i .
A%) = [Vgy .o vy DiyevnyUn)
obtido omitindo-se a i-ésima coordenada. Temos um homeomorfismo e;: A, — Agf ) definido pelo mapa linear que leva
V0y«vvyUp_1 €M Vg, ...,0,...,U, preservando a ordem dos vértices.
Agora seja X um espaco topoldgico. Um n-simplexo singular em X ¢é definido como um mapa continuo o: A, — X. A
i-ésima face 0¥ de ¢ é definida como o (n — 1)-simplexo singular o®:A,_1 — X dado por 0V =g oe,.



Para n =0,1,2,3, temos que Ag, A1, Ay, Az sdo respectivamente um ponto, um segmento unitario, um triangulo e um
tetraedro. Temos que, por exemplo, as faces de Ay = [vg, v1, V2] s@0 os segmentos [vy, V2], [vo, V2] € [V, v1]. Se 0: Ay — X é
um 2-simplexo singular, sua primeira face ¢(®) é um caminho em X que parte de o(v1) e termina em o (vs).

Agora seja C,(X) para o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos singulares. Explicitamente um elemento de
Cp(X) é uma soma formal

nioy+ -+ n.o0p
com n; € Z e onde g;: A,, — X sdo n-simplexos singulares distintos. Outro jeito de pensar em C,,(X) é como o conjunto de
vetores (n,) com entradas n, € Z, uma para cada n-simplexo singular o: A,, — X, de modo que n, # 0 somente para um
nimero finito de entradas. A soma é feita componente a componente.

Definigao 5.2 Definimos o bordo 9,: C,,(X) — Cp,—1(X) como o morfismo de grupos abelianos dado por

o)L S (~1)ie®

0<i<n
E f4cil verificar que esta convencao de sinais implica que
Op_100, =0 <= im09, C kerd,_1

Definimos o n-ésimo grupo de homologia com coeficientes em Z, denotado por H,(X,Z) ou simplesmente por H, (X),

como sendo o quociente
ar ker 0,1
H,(X)= ——F
n(X) im 9,
Por exemplo, se o,p,7: A1 — X s@o trés caminhos “fechando um lago”, isto é, com o(v1) = p(vg), p(v1) = 7(vg) e
7(v1) = o(vo), entao
sd:fo'—p—|—7' € ker 04
pois
9s = o(v1) = o(vo) + p(v1) = p(vo) + 7(v1) — 7(vg) =0
Se ocorrer de que o, p, T sdo os lados de um “tridngulo”, isto é, existe um 2-simplexo singular 1: Ay — X com ¥ = ¢,
Y1) = peyp? =7 entdo s = Oyt e portanto a imagem de s em H;(X) serd 0. Isto estd em conformidade com a idéia de que
o H; mede buracos do tipo limitado por lagos, pois o lago correspondente a s é restricdio de um mapa continuo : Ay — X e
portanto é homotdpico a 0. Estar no kernel de 9 é uma maneira algébrica de dizer que os caminhos correspondentes formam
um laco; estar na imagem de 0, indica que este lago é homotépico a 0.
Se f: X — Y é um mapa continuo, temos um morfismo de grupos

Hy(f): Hn(X) — Hu(Y)
[o] = [f ool
onde [o] denota a imagem do n-simplexo singular o em H,(X), e similarmente para [f o o]. Novamente é um exercicio

rotineiro e chato verificar que este mapa faz sentido. Com isso, provamos que H,, realmente define um funtor de espagos
topoloégicos para grupos abelianos.

Exercicio 5.1 Mostre que se X é conexo por caminhos entao Hy(X) = Z.

Exercicio 5.2 Considere o 1-simplexo em S dado por A\(z) = €2 x € [0,1] = Ay, e a fungdo f(z) = 2™ de S em S*.
Mostre que Hi(f)([A]) = n][\] onde [A] denota a classe de .

6 Alguns lemas algébricos
Precisaremos de alguns resultados puramente algébricos. Abstraindo a situacdo anterior, temos a seguinte

Definigao 6.1 Uma seqiiéncia de morfismos de grupos abelianos

d; di—1 di—2

= C —> Ciog —> Cig — -+~
é chamado complexo se d;_1 od; =0 <= imd; C kerd;_; para todo . O i-ésimo grupo de homologia do complexo
acima é definido como ket d
df Kera;—i
hi(Ce) = ——
i(Ce) imd;

Se h;(Cs) = 0 para todo i, o complexo é dito exato.
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Um caso particular importante é o de seqiiéncia exata curta, que consiste de apenas trés termos nao nulos:
f g
00— A—B—C—0

Neste caso, dizer que esta seqiiéncia é exata é o mesmo que dizer que f é injetor, g é sobrejetor e ker g = im f. Em outras
palavras, podemos ver A como um subgrupo de B e C' como sendo o quociente B/A. A idéia é pensar no grupo do meio como
sendo “montado” a partir dos dois da ponta; por exemplo, se A, B, C séo k-espagos vetoriais, entao dimy B = dimg A+dimy C.

Definigao 6.2 Sejam (C,,ds) e (C,,d,) dois complexos. Um morfismo de complexos fo:Ce — C, é uma colegdo de
morfismos f;: C; — C! de grupos abelianos que comutam com d; e df, isto é, f;_1 od; = d} o f; para todo i.

d; di_ di—
- C; > i1 1‘01'724’2

fi fiz1 fiz2

& d

/ i / i—1 /
- C; - Ci - Ci_s

E facil mostrar que os f; induzem mapas hi(fe): hi(Ce) — h;i(CL), de forma que temos funtores h; de complexos para grupos
abelianos.

Por exemplo, dado um mapa continuo f: X — Y, entdo temos mapas de grupos abelianos f;: C;(X) — C;(Y') dados por
o +— f oo para todo simplexo singular 0: A; — X, e estendido linearmente para todo C;(X). Estes mapas f; definem um
mapa entre os complexos Co(X) € Co(Y), e portanto um mapa H, (f): H,(X) — H,(Y).

Na pratica, a homologia de um complexo nao é calculada diretamente a partir da sua defini¢ao, mas sim “quebrando”
o complexo em dois mais simples e fazendo o cdlculo a partir da homologia destes dois complexos “menores”. O principal
resultado para este célculo é o seguinte lema, cuja demonstracao é direta a partir das definigoes.

Lema 6.3 (Seqiiéncia Exata Longa) Seja

00— v oy 2 or — 0

uma seqiiéncia exata de complexos, i.e., mapas de compleros de modo que para cada i a Seqiiéncia
0— Cl Lo 20— 0
seja exata. Entdo existe uma seqiiéncia exata longa
C— () P i (C0) 2 ()
O () B o) M) oy
RN hi—2(C,) fucalle) hi—2(C) fucale) hi—2(CY) — -

Os mapas &; sao chamados morfismos conectores e sio definidos da sequinte forma: dado um elemento [z] € h;(Cl)
representado por z € kerd}, escolha y € C; tal que g;(y) = z; entdo como gi_l(di(y)) =0, existe um tdnico x € C{_, tal que
fic1(z) = di(y), e definimos 6;(|z]) = [z], onde [z] denota a imagem de x em h;—1(CY).

9i

y e C; *‘ZEO;I

d;

S Cz{fl & fz;l(l‘) = dz(y) cCi_q

Para terminar esta segao, listamos uma condigao suficiente para que dois morfismos de complexos induzam a mesma
homologia.

Definicao 6.4 Dois morfismos de complexos f, and ge de (C,,ds) para (C,,d,) sdo homotdpicos se existem mapas
ki: Ci — Cj, tais que
fi—gi=diy 0ki+kiyod;

para todo i. Neste caso temos que h;(fs) = hi(ge) para todo i.



7 Propriedades da Homologia
Para efetivamente calcular os grupos H,(X), precisamos introduzir uma espécie de “homologia relativa” a um subespago:

Definigao 7.1 Seja A C X. Como C,,(A) é um subgrupo de C,(X) para todo n, temos uma seqiiéncia exata de complexos
0= Co(A) = Co(X) = Co(X/A) — 0

onde Cp(X/A) g Cn(X)/Ch(A) € 0n—1:Cr(X/A) — Cp—1(X/A) sdo induzidos pelos morfismos bordo de Co(X) e por
simplicidade sdo denotados pelo mesmo simbolo. Definimos o n-ésimo grupo de homologia de X relativo a A como

H,(X/A) € by, (Co(X/A))

Podemos interpretar esta situacdo relativa como a que obterfamos “reduzindo A a um tnico ponto” (um ponto gordo,
é claro!). Por exemplo, se 0: Ay — X é um l-simplexo singular com o(vg),o(v1) € A, entdao d1o = o(v1) — o(vg) € Co(A),
que é 0 em Cy(X/A), e portanto [o] € C1(X/A) satisfaz [o] € ker 91, mesmo que o caminho definido por ¢ nao seja um lago
em X. Mas o é um “laco relativo a A”.

A importéancia dos grupos de homologia relativa é que a partir da seqiiéncia exata de complexos acima, obtemos (lema

6.3) uma seqliéncia exata longa
= Hy(A) — Hy(X) — Hy(X/A)

— Hi(A) — Hi(X) — Hi(X/A)
— Ho(A) — Ho(X) — Ho(X/A) — 0

que fornece informagoes sobre os grupos H,(X) a partir dos grupos “menores” H,(A) e H,(X/A). Em muitos casos, as
informagoes obtidas a partir da seqliéncia exata acima sao suficientes para se calcular H,,(X). Por exemplo, se A é um ponto
(de verdade!) de X, entdo H,(A) = 0 para n > 1 como pode ser verificado diretamente, e a seqiiéncia acima mostra entao
que temos um isomorfismo H, (X) = H,(X/A) para todo n > 1.

As situagbes mais interessantes sdo aquelas em que podemos dizer que alguns destes grupos sdo 0, e suspeitamos ser
este 0 caso em que o espago ¢ homotdpico a um ponto, por exemplo. Podemos fazer uma afirmacao mais geral; para isto,
considere os pares da forma (X, A) onde X é um espaco topoldgico e A C X. Um mapa entre dois pares (X, A) e (Y, B) é
uma fungao continua f: X — Y tal que f(A) C B. Nestas condicoes, temos que f induz um morfismo de grupos abelianos

H,(f): H,(X/A) — H,(Y/B)

da maneira 6bvia, fazendo dos H,, relativos um funtor. Exigimos que uma homotopia h:[0,1] x X — Y entre dois mapas
fr9: (X, A) — (Y, B) satisfaca a condigao adicional h(t, A) C B para todo t € [0,1]. Agora podemos enunciar o

Teorema 7.2 (Invaridncia homotdpica) Se f,g: (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicos, entio H,(f) = Hy,(9): Ho(X, A) —
H,(Y,B). Em particular, se X é homotdpico a um ponto entdo H,(X) =0 para todo n > 1.

Prova Dado um n-simplexo singular o: A,, — X, gostariamos de mostrar que foo e goo sdo “equivalentes”, isto é, diferem
de um elemento em 9,,1. Isto é em geral impossivel pois normalmente o ¢ ker 9,,, mas podemos fazer com que, para cada
o, foo—goo esteja em im 0,41 a menos das bordas, que devem automaticamente se cancelar quando considerarmos todos
os simplexos o em um elemento de ker 9,,. Por exemplo, quando X = A, e Y = [0,1] X A,, e h = id, queremos mostrar
que a diferenca de “simplexos” {0} x A,, — {1} x A,, entre as faces de cima e de baixo do “prisma” Y (faga o desenho para
n = 2) estao essencialmente na imagem de 9,11, 0 que equivale a decompor o prisma em uma soma n-simplexos com sinais
de modo que as “faces internas” se cancelem. Denotando por w; = (0,v;) € [0,1] X A, e w; = (1,v;) € [0,1] X A,,, uma tal
decomposicao é dada por Y, ., (—1) [wo, ..., wi,w},...,w)] (desenhe os casos n =1en = 2).

O caso geral pode ser obtido por composigio: seja h:[0,1] x X — Y uma homotopia entre f e g. Defina k(o) df

> 0<i<n(—1)'7i onde 7; denota a composicao

¢ id h
Api1 = [Voy ey Upp1] — [Wo,. ., wiwhy o wh] =2 0,]] x X — Y

(£ é o mapa linear preservando a ordem dos vértices). Agora é facil mostrar que ky,: Cp,(X/A) — Cp41(Y/B) é uma homotopia
algébrica no sentido da definigdo 6.4 e o resultado segue. D

Um dos teoremas centrais para o calculo dos grupos H,, é o
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Teorema 7.3 (Excisao) Seja (X, A) um par e seja B C A tal que o fecho de B esteja contido no interior de A. Entdo a
inclusdo (X — B, A — B) — (X, A) induz um isomorfismo H, ((X — B)/(A — B)) = H,(X/A).

Prova (Very sketchy) Sejam U e V' o interior de A e o complemento do fecho de B. Por hipétese, U UV = X. Agora se a
imagem de todo simplexo singular o: A,, — X estivesse totalmente contido ou em U ou em V', o resultado seria imediato.
A idéia, como antes, é mostrar que qualquer simplexo o é “equivalente” a soma dos subsimplexos obtidos pela subdivisao
baricéntrica de o, novamente através de uma homotopia algébrica (quando n = 2, a subdivisdo baricéntrica de Ay consiste
nos seis tridngulos menores em que As é dividido por suas medianas). Utilizando a compacidade de A,, mostra-se que cada
o é equivalente a uma iterada finita de subdivisoes baricéntricas, cujos simplexos tém imagens totalmente contidas ou em U
ouem V. A tunica dificuldade é definir de modo ordenado a subdivisdo baricéntrica acima com sinais adequados para que as
“faces internas” se cancelem, que é um verdadeiro “combinatorial mess”. Detalhes podem ser encontrados em qualquer uma
das referéncias abaixo. D

Vamos ver na pratica como aplicar os resultados acima.

Teorema 7.4 Temos

Z sei=mn
H,(8™) = {
i(5%) 0 caso contrario

Prova Inducdo em n, o caso n = 0 (ponto) sendo obtido por cédlculo explicito. Seja A o hemisfério sul de S™; como
A é homotépico a um ponto, temos que H;(A) = 0 para todo ¢ > 0 e portanto da seqiiéncia exata longa temos que
H;(S™) = H;(S™/A). Agora aplicamos a excisao com B sendo uma pequena calota préximo ao pélo sul. Como (S™—B, A—B)
é homotépico a (D™, S"~1), temos que H;(S™/A) = H;(D™,S"~1). Aplicando novamente a seqiiéncia exata longa, desta vez
para o par (D", S"~1), e usando o fato que D™ é homotépico a um ponto e portanto H;(D™) = 0, temos que H;(D™, S"~1) =
H;_1(S"1). Juntando tudo, temos

Hy(S™) = Hi1(S"71)

e o resultado segue por indugao. D

Com isso, completamos a demonstragao do teorema do ponto fixo de Brouwer em todas as dimensoes. Hurray!

Uma andlise cuidadosa (que deixamos como exercicio, é claro) dos isomorfismos acima mostra que um gerador para
H1(SY) é o 1-simplexo 79 — 71 + 72 onde os 7; 3o os arcos de 120° determinados pelas raizes ctibicas da unidade, ou seja, o
bordo de A;. Admitindo este resultado, vamos mostrar que um gerador para H(S?) é o bordo de A,. O tltimo isomorfismo
na demonstragdo acima foi o morfismo de conexdao Ha(D?,S') — Hy(S!). Seja 0: Ay — D? um 2-simplexo singular com
82(0) = 170 — 71 + To; observe que embora da(c) # 0 em C1(D?), temos d2(c) = 0 em C1(D?/S1). A descrigao explicita do
morfismo de conexdo dado na se¢do anterior mostra que uma pré-imagem de 79 — 71 + 72 é a classe de 0 em Ho(D?,S1). A
excisdo diz que podemos tomar como gerador de Hy(S?/A) o 2-simplexo singular o’: Ay — S? cuja imagem cobre o hemisfério
norte e cuja borda estd em A — B. Finalmente o isomorfismo Hy(S?) =2 Hy(S?/A) diz que um gerador de Ho(S?) é qualquer
levantamento de ¢’, digamos a soma alternada das faces da imagem de um tetraedro cuja primeira face é o’ e cujas outras
trés faces estao em A.

Exercicio 7.1 Calcule os grupos de homologia de S!V S* (mais conhecido como “figure 8” ou Pretzel) e do toro.

Exercicio 7.2 Seja f:S5% — S? a rotagdo de 720° em torno de um eixo. Descreva explicitamente H(f) em termos do
gerador de Hy(S?) 2 Z.

Exercicio 7.3 Prove a excisdo paran =0,1,2.
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