XXV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1
Sga X cR® o poliedro convexo cujos vértices s30 todos os pontos (X,y,z)eZ® com

x* +y? + z* = 2. Calcule 0 volume de X.

PROBLEMA 2

O tenista Berrando Gemigemi tem 30 dias para preparar-se para um torneio. Se ele treina 3
dias seguidos de tem fadiga muscular. Ele, entdo, decide que, durante esses 30 dias, ira treinar
20 dias, sem nunca treinar 3 dias seguidos, e descansar nos outros 10 dias. De quantas
maneiras diferentes e e pode escolher os 10 dias de descanso?

PROBLEMA 3
Sejam A e B matrizes reais n x n inversiveis. Mostre que se vale a condicdo (AB)* = A“B*
paratrés valoresinteiros consecutivos de k entdo AB = BA.

PROBLEMA 4
1 1 1 p? . 1 1 1
Sabemosque » —=1+=+—=+..=— . Defina f(n)= = =1+=+..+—.
a gokz 2 F 6 " Oén k? 2 n’
Prove que existe um nimero real a> 0 tal que existe o limite:

Iim(f(n)—%Jr%J-nz.

n—oo

Cacule aeestelimite.

PROBLEMA 5
Sgamaeninteiros, n> 1, mdc(a, n) = 1.

Prove que o polindmio (J/n)((X+a)“—X”—a) tem todos os coeficientes inteiros se e
somente se n é primo.

PROBLEMA 6
Definaa; =3, a,,,=a’ - 2.

logloga,
n

Prove que lim =log2ecalcule lim (logloga, —nlog?2).

(Observacéo: os logaritmos estdo todos na base €).
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Solucdes Nivel Universitario — Primeira Fase

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:

Os vértices de X so os doze pontos (+1,+1,0),(+1,0,+1),(0,+1,+1), [1 ponto]

gue sdo os pontos médios das arestas do cubo (+1,+1,+1), donde X é obtido a partir do cubo
tirando fora uma piramide (ou tetraedro) em cada vértice.

[+3 pontos; até um total de 4 pontos
por descrever ou desenhar o poliedro sem
calcular o seu volume].

O volume do cubo é 2° = 8.
Cada piramide tem base de &rea 1/2 e dtura 1 logo tem volume igual a 1/6.

Assim o volume do sdlido éigual a 8—§=§ [+6 pontos]

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

Podemos dividir os 30 dias em 10 blocos de trés dias.

E claro que ele devera descansar em exatamente um dia por bloco. [1 ponto]

Se alguma vez ele descansa no dia central de um bloco depois disso ele ndo podera descansar
no ultimo dia de um bloco; analogamente, se alguma vez ele descansa no primeiro dia de um
bloco ele devera descansar no primeiro dia de todos os blocos que vierem depois. Assim, e
deve descansar no Ultimo dia nos primeiros z blocos, depois descansar no dia central durante 'y
blocos e finalmente descansar no primeiro dia nos Ultimos z blocos, onde x +y + z = 10,

X, ¥,2>0,%Y,ze Z [+6 pontos]

12
O nimero de solugdes é [2 j =66. [+3 pontos]

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

Suponha que (AB)* = A“B¥, (AB)*"! = A“'B*! e (AB)**?=A“?B**2. Temos entdo
ATBY = (AB)**! = (AB)(AB)* = AB A“B*, e logo (multiplicando a esquerda por A™ e a
direitapor B™) obtemos A“B = BA*.[3 pontos]

Analogamente, usando a segunda e a terceiraigualdades, obtemos A“'B = BA“! [+2 pontos]
Assim temos BA“!'=A“'B=A.A‘B=A-BA‘, donde, multiplicando a direita por
A%, obtemos BA = AB.[+5 pontos]

SOLUCAO DO PROBLEMA 4:
2

Temosp——f(n)z 1 >+ 1 >+ 1 >+
6 (n+D)° (n+2)° (n+3
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Podemos obter uma boa estimativa para esta soma estimando a area sob o gréfico de

y="z2 1 , X=n, pelaregrados trapézios.

v

n n+1 n+2 n+3 X
. (21
Aareaexatae.[ —Zdtzl.
nt n

A érea obtida pela aproximag&o, que € ligeiramente maior, €

-
2(n* (n+1?) 2((n+1? (n+2)*)

2
11 1 1 1 _ 1Pt

= + + + +...
2n®  (n+1)" (n+2)° (n+3)’ 2n* 6

2
Donde | f (n)—p—+1 n’ <1
6 n 2
Assim a =1 e, se acreditarmos que esta aproximacao é boa, teremos que o limite € igual a 1/2.
[+7 pontos]
Para demonstrarmos que o erro € realmente pequeno, devemos estimar a diferenca entre as
areas.

1(1 1 il 1)1 1 1 1 1
Szt 2 _J. SOt =+ 2|~ T on? 2 <5
2 {n° (n+) n t= 2n° (n+) nin+l) 2n“(n+1)° 2n
Assim

2
0P -1 Lt .2 i4
6 n 2n° 2 (n+1)
A La-
24n 4 6(n 1)
€ Ccom isso
2 2
1 1 _n =< f(n)—p—+1 n2<l,
2 6 (n-] 6 n 2

0 gque confirmague o limite éigual a 1/2. [+3 pontos]
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SOLUCAO DO PROBLEMA 5:
nn n-1 n
Temos (X +a)" :Z(k] a™ X*. Assm (X +a)"-X"-a= Z(k] a"*X* +(a"—a). [1 ponto]
k=0 k=1
_n(n-1..(n-k+1)
- k!

multiplo de n mas o numerador ndo, e, pelo pequeno Teorema de Fermat, a" —a é mdltiplo de

€ multiplo de n, pois o numerador é

Sen éprimo e 1sksn—1[2j

n. Assim, nesse caso, 0 polinémio (EJ((X +a)" - X" —a) tem todos os coeficientes inteiros.
n
[+3 pontos]

Se n é composto, sgja g um fator primo de n. Temos ent&o que EHJ = n(n—l)...(ln—q+1) n
q g

multiplo de n. De fato, se g € amaior poténcia de g que divide n, amaior poténciade ¢ que

do €

divide ( j € g, pois o Unico fator mdltiplo de g no numerador € n e o Unico fator mltiplo
q

degenqg =9(-1)....2.1¢é g Assim, nesse caso, 0 coeficiente de X* em

(EJ((X +a)" - X" —a) ndo éinteiro. [+6 pontos]
n

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:

A recursdo € satisfeita por a, =a? +a? paraqualquer nimero rea a , de fato, por inducdo
n ul 2

a, =a —2=(a2 +a’? ) -2
_on+l o _on+t

n+1
—a® +2+a? -2=a? +a

. Assim

1+\/§
2

Para a sequéncia do problema, basta resolver a’+a?=3 que tem raiz a =

a :(l+\/§j2n +[—1+\@

2l‘|
J . [5 pontos]

2 2

Assim,
Zn
a, :(1+2\/‘F)J +e(n), onde lim|e(n)| =0donde loga, :2“-Iog[1+fj+el(n), limle,(n)|=0e
logloga, :nlogz+|og|og(1+f’j+e2(n), limle, ()] =0
... logloga, . 1+5

Assim lim———=log2 e lim(logloga, —nlog2)=1loglog — .[+5 pontos]

N—o0 n n—w

Observagdo: Uma demonstragéo correta de que lim=

n—o

IO@% =log2 vale 4 pontos (isto pode

ser feito sem aférmulapara a,).
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