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PROBLEMA 1:
São dados uma parábola e um ponto A fora dela. Para cada ponto P da parábola, seja t a tangente
à parábola por P e r a reta paralela ao eixo da parábola por P. A reta perpendicular a t por A corta
r em Q. Prove que, ao variar P, o ponto Q percorre uma hipérbole equilátera.

PROBLEMA 2:
a) Sejam   e  [ ]p q xC polinômios primos entre si com coeficientes complexos. Suponha que

existam  4  vetores 2( , )a b C ,  dois  a  dois  linearmente  independentes  (sobre C ), tais que
ap + bq é o quadrado de um polinômio em [ ]xC . Prove que p e q são constantes.

b) Prove que não existem polinômios não constantes r, s, t, u [ ]xC tais que
r
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2 ( 1)( ),f g g g a   onde aC , 0a  , 1.a 

PROBLEMA 3:
Seja p > 2 um número primo.
Seja Xp o conjunto de todas as matrizes quadradas A com coeficientes em ( )pZ e de ordem 4

para as quais 2 :A I   4 4 2( )pX A p A I
  Z

Calcule o número de elementos de Xp.

Observação: ( ) {0,1,2,..., 1}p p Z é o corpo finito com p elementos. A soma e o produto são

definidos módulo p; assim, por exemplo, em (7)Z , 4 + 5 = 2  e 4  5 = 6.
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PROBLEMA 4:
Temos um dado de 6 faces, não necessariamente honesto. Jogamos o dado três vezes e obtemos
resultados a, b e c. Prove que ( | ) ( | )P a c a b P a c a b     e que vale a igualdade se e somente
se o dado é honesto.

Observação: ( | )P a c a b  é a probabilidade condicional
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Um dado é honesto se a probabilidade de cada face é
1

6
.

PROBLEMA 5:
Uma função : ( 1,1)f   R de classe C é bacana se existem um inteiro positivo n e polinômios

[ ],  0 ,jP t j n  R com nP não identicamente nulo tais que ( )

0

( ) ( ) 0,
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P t f t
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 para todo

( 1,1).t  Prove que se f e g são bacanas então f + g e f  g também são bacanas.

Observação: Definimos (0)f f e, para cada inteiro m  0, ( 1) ( )( ) '.m mf f 

PROBLEMA 6:

Seja 1 ,( )ij i j nA a   uma matriz tal que {0,1},   para quaisquer  ,ija i j e 299
{( , ) | 1} .

100iji j a n  

Prove que ( ) ,   para todo  2.
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Observação: Se 1 ,( )ij i j nB b   é uma matriz quadrada então
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 denota o traço de B.


