Problemas com coberturas e particoes de inteiros
Solucoes dos problemas da aula

Carlos Shine

1. Prove que o niimero de particoes em que apenas as partes impares podem ser repetidas é igual ao
numero de particoes de n em que nenhuma parte aparece mais do que trés vezes.

Solucdo. A funcao geratriz das partigdes do primeiro tipo é
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pois 0s 1 — z%* se cortam com alguns dos 1 — 22, e sobram os impares e os pares que nao sio
multiplos de 4, ou seja, todos os niimeros que nao sao multiplos de 4.

A funcao geratriz das partigoes do segundo tipo é
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k se cortam com alguns dos 1 — z¢ e sobram os que nao sao miltiplos de 4.

pois os 1 — z*
Como A(z) = B(z), as duas quantidades sao iguais. Em particular, sdo iguais & quantidade de

particoes de n em partes que nao sao multiplas de 4.

2. Determine se existe um conjunto X de inteiros nao negativos com a seguinte propriedade: para
cada inteiro nao negativo n a equagao a + 2b = n tem exatamente uma solugao com a,b € X.
Solugdo. Seja P(z) = 3,y x*. Entao a fungio geratriz de a + 2b, a,b € X é D abex a2 =

> aex T Y pex (@) = P(x)P(2?). Logo, como cada inteiro nao negativo aparece na forma a + 2b

exatamente uma vez,
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Vamos resolver essa equagao funcional (ou seria “equagao serie-formal”?):
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Assim, X = {1,4,16,17,20,21,...} é o conjunto das somas de poténcias distintas de 4.

4. Se X e Y sao conjuntos de n nimeros reais com intersecao vazia, dizemos que X ganha de Y se a
quantidade de pares ordenados (z,y) com z € X, y € Y e > y é maior do que a quantidade de
pares ordenados (z,y) comz € X,y €Y ex <y.

Prove que, para cada inteiro n > 5, é possivel dividir o conjunto {1,2,3,...,3n} em trés conjuntos
A, B, C com n elementos cada um tais que a intersecao entre dois desses conjuntos quaisquer é
vazia, A ganha de B, B ganha de C e C' ganha de A.



Solugdo. A ideia é dividir {1,2,...,3n} em seis partes quase iguais Sy, S, ..., Ss, em que Sy tem
os menores numeros, Sy os segundo menores numeros, e assim por diante. Faga A = S; U S5,
B =S53US8;eC =508 Assim basta |S5|(|S3] + [Sa|) > [S1](]Ss| + |S4]) <= |S5] > |S1],
|92(1S3] + [Sal) > [S6(|93] + [Sa]) <= |S2] > [Se| € [S2||S1] + |S|(|S1] + [S5]) > [S5][S2| (esse
ultimo tende a ser verdade se os |.S;|’s sdo quase iguais).

Para n = 2k + 1, tome
A={1,2,3,...,k}U{4k + 3,4k + 4,4k +5,...,5k + 3}

B={2k+22k+3,2k+4,... 4k+2}
C={k+1,k+2,k+3,...,2k+1}U{bk +4,5k + 5,5k +6, ...,6k + 3}.

Para n = 2k, tome

A={1,2,3,... k—1}U {4k + 1,4k + 2,4k +3,...,5k + 1}
B={2k+1,2k+3,2k+4,...,4k}
C={kk+1,k+2,...,2k} U{5k+2,5k+3,5k+4,...,6k}

. Dados conjuntos de naturais A, B, para cada natural n denote por r(A, B,n) o nimero de solugdes
da equagdo a +b=n, a € A, b € B. Prove que existe ng tal que (4, B,n + 1) > r(A, B,n) para
todo n > ng se, e somente se, o complemento de A e o complemento de B sao finitos.

Solugdo. A relagao crucial para a solugao é

r(A,B,n) +r(A, B,n)+r(A, B,n)+r(A B,n)=r(N,Nn)=n—1.

A primeira igualdade vem da particdo de N> = A x BUA Xx BUA x BUA x B e a segunda, do
fato de que z +y = n tem n — 1 solugdes naturais (entenderemos N como inteiros positivos - se for
inteiros nao negativos, o resultado ndo muda).

Se A e B sao finitos, se n > ng = max A + max B entdo r(A, B,n) = 0 pois n é grande demais
para ser soma de um elemento de A e um elemento de B, 7(A, B,n) = |A|, pois se a € A entdo
n—a>maxB => n—a € B, ou seja, para cada a € A existe um elemento de B para dar soma
n. Analogamente, 7(A, B,n) = |B|. Com isso, (A, B,n) = n — 1 — |A| — |B] é crescente para
n > ng.

Se r(A, B,n) é crescente, de
r(A,B,n) =n—1—(r(A,B,n)+7r(A,B,n)+7(A B,n)) <n
temos que existe ¢ tal que (A, B,n) > n — 1 — ¢ para todo n. Com isso,

r(A,B,n) +r(A,B,n) +r(A,B,n) <c = r(A,N,n) <c.

Mas r(A,N,n) = [{1,2,...,n — }n Al, pois para obter n a partir de um elemento de A somamos

o que falta para n. Assim, se A ¢ infinito entao r(A,N,n) é ilimitado, absurdo. Logo A e,
analogamente, B sao finitos.

. Sejam n + 1 inteiros 0 = ap < a1 < ... < a, = 2n — 1. Encontre a menor cardinalidade que o
conjunto {a; + a; : 0 <1i < j < n} pode ter.

Solugdo. Resposta: 3n.

Seja A = {ag,a1,...,a,}. A ideia principal é ver médulo 2n — 1. Sendo B = {a; mod 2n — 1},
temos |B| = n pois ap =0=2n —1=a, (mod 2n — 1).

Queremos o minimo de |A + A|. Vendo médulo 2n — 1, temos |B + B| com |B| = n. Como
C ={c—a; mod 2n — 1} e B tém n elementos cada um, num total de 2n elementos, e hd 2n — 1



nimeros médulo 2n—1, CNB # (), de modo que existe x tal que z = ¢—a; = a; (mod 2n—1) =
a; + a; = ¢ (mod 2n — 1). Em outras palavras, como podemos variar ¢, A + A cobre todos os
residuos médulo 2n — 1.

Agora vamos contar as repeti¢bes (como, por exemplo, 0 e 2n — 1). Um subconjunto de A + A4
6 (A+{0H)U(A+{2n—1}). Mas (A+ {0}) N (A + {2n — 1}) = {2n — 1} pois cada elemento
de A + {0} é no maximo 2n — 1 e cada elemento de A 4+ {2n — 1} ¢ pelo menos 2n — 1. Logo
[(A+{0HU(A+{2n—1})|=n+1+n+1-1=2n+1.

Por outro lado, vendo tudo médulo 2n — 1, temos A+ {0} = A+ {2n—1} = A= B (mod 2n—1),
e (A+{0})U(A+ {2n — 1}) mod 2n — 1 = B tem n elementos, sobrando 2n +1—-n =n +1
repeticdes médulo 2n — 1. Somando os 2n — 1 restos que ja temos, dd um total de pelo menos
2n — 14+ n+ 1 = 3n elementos em A + A.

Um exemplo com 3n somas é a; =4, 1 < i < n. As somas vao de 0 até 2(n — 1) = 2n — 2 para
somas sem o0 2n — 1, de 2n — 1 a 3n — 2 para somas com o 2n — 1 e outro numero, e 4n — 2, num
total de 3n somas.

11.

Seja n um inteiro positivo. Encontre o menor inteiro positivo k com a seguinte propriedade: dados
reais quaisquer ai,as,...,aq tais que a1 +as+---+ag=ne0<q; < 1lparat=1,2,...,d, é
possivel particionar esses nimeros em k grupos, alguns dos quais possivelmente vazios, tais que

soma dos numeros em cada grupo é no maximo 1.
Solugdo. Resposta: k =2n — 1.

Para d = 2n — 1 se tomarmos a; = 5 > %, nao podemos juntar dois niimeros, e k = 2n — 1.
Afirmamos que k£ = 2n — 1 é o menor inteiro nessas condi¢ées. Para tanto, provamos que, para

todo d, é possivel dividir em 2n — 1 grupos. Se d < 2n basta colocar um nimero em cada grupo.

Se d > 2n — 1, faga por indugao. Para d = 2n — 1, um nimero em cada grupo. Para d > 2n,
como ha 2n numeros com soma n, existem dois com soma menor ou igual a 1, e juntamos esses
dois niimeros em um novo nimero, reduzindo o problema ao caso d — 1, que da certo por hipétese
de indugao.

16.

Seja n um inteiro positivo, e seja A um subconjunto de {1,2,...,n}. Uma A-particio de n em k
partes é uma representagdo de n como uma soma n = aj + --- + a em que as partes az,...,ax
pertencem a A e nao sao necessariamente distintas. O nimero de partes diferentes em uma partigao
é a quantidade de elementos (distintos) no conjunto {ay,...,ax}.

Dizemos que uma A-partigdo de n em k partes é otimal se ndo existe A-particdo de n em r partes
com r < k. Prove que toda A-particdo otimal de n contém no méximo v/6n partes diferentes.
Solugdo. Sejam by < by < ... < by as partes distintas de uma A-partigdo otimal de n em k partes.

3 Ci .
Queremos provar que £ < v6n <= n > %. A ideia é estimar somas de elementos distintos de
B, que sao todas menores do que n, pois a maior soma possivel é

bl+b2+--~+bg§a1+a2+--~+ak:n.

Se T e T' sdo conjuntos de indices tais que
Sh-
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e |T| < |T'|, podemos trocar os b;’s, i € T’ por b;’s, i € T (ou seja, trocamos uma cépia dos caras
de T por uma cépia dos caras de T"), e a parti¢do nao era otimal, absurdo. O mesmo ocorre se
|T) > |T"|. Logo se duas somas de elementos distintos de B sao iguais, |T'| = |T”|, ou seja, as
quantidades de parcelas sao iguais.

Com isso, podemos contar z;, a quantidade de somas distintas com j parcelas distintas, como nao
hé repeticoes entre quantidades diferentes de elementos de B, e cada soma é menor ou igual a n,

1+ T2+t <n.



Agora provemos que x; > j(¢ — j) 4+ 1. Para isso ¢é sé achar j(¢ — j) + 1 somas distintas. A menor
€ by +by+---+b; eamaior é by_ji1 +be—jy2+ -+ be. Usamos o seguinte algoritmo: enquanto
pudermos aumentar um dos indices em uma unidade o fazemos, obtendo uma soma maior. Sé
nao da para fazer isso na maior soma de todas. Considerando a soma dos indices como invariante
(aumenta um a cada passo), temos ({ —j+ 1)+ ({ —j+2)+---+L—(1+2+---+3j) =4l —7)
passos e, portanto j(¢ — j) + 1 somas distintas. Com isso,
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como queriamos demonstrar.



