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Tudo na vida precisa de ordem. Seria estranho na mateméatica nao haver
um ente sequer com este nome...Dado n > 1 um inteiro fixado e a um inteiro
tal que mdc(a,n) = 1. Dizemos que m é a ordem de a mddulo n, quando
m for o menor natural tal que a™ = 1(mod n). Perceba que ndo faz sen-
tido considerar mdc(a,n) diferente de 1, pois, caso isso acontecesse, terfamos
a™ = 1(mod n) = a™ — n.k = 1, para algum k € Z e dal como a e n sio
divisiveis por um d = mdc(a,n), entdo d|1 = d = 1,—1. Denotaremos por
m = ord? a ordem de a médulo n.

Proposigao Seja m = ord%. Se existe um ¢ natural tal que a' = 1(mod n),
entdo mit.

Prova: Suponha que m nao divide ¢. Por defini¢cdo, m é a menor poténcia,
entao m < t. Pelo algoritmo de Euclides, existem ¢,r € Z tais que t = ¢.m + 1
com r < m. Dai, a® = 1(mod n) & a9 = 1(mod n) & (a™)4a” = a” =
1(mod n). Logo, existe um r < m tal que a” = 1(mod n), o que é um absurdo,
pois m é o menor possivel.

Observagbes: 1. Lembrando que, para a e n com mde(a,n) = 1 vale o
Teorema de Euler, ou seja, a¥(™) = 1(mod n), pela proposicio anterior, temos
que ord?%|o(n).

2. Se a™ = a* = 1(mod n) = m = k(mod ord?).
Exercicio: Encontre o menor n tal que 22005[17" — 1.

Solugao: Queremos encontrar ordilye; e sabemos que ord}is|p(22°9%) =
22004 Logo, ordilws = 2% para algum k € {1,2,3,...,2004}. Dali, 172" =
1(mod 2%°0%) e também temos

172 1= (17— D)(A7+ DA +1)...(17 " +1)

Perceba agora que, se ¢ > 0, o niimero 172 416 multiplo de 2, mas nao de 4.
Dali, temos que o menor k que satisfaz isso é 2001, entao ordézoos = 22001



Exercicio: Mostre que n|¢(a™ — 1) para todo inteiro positivo a > 1.
Exercicio: Mostre que nao existe um inteiro n > 1 tal que n|2" — 1.

Os numeros a tais que ord? = ¢(n) recebem um nome especifico. Quando

isso acontece, dizemos que a é raiz primitiva médulo n. Procure sempre lembrar
do teorema abaixo:

Teorema Existe uma raiz primitiva médulo n se, e somente se n € {2,4, p*, p¥},
onde p é um primo fmpar.

Problema 1 Encontre todos os primos p e ¢ tais que p? + 1|2003% + 1 e
q% + 120037 + 1.

Problema 2 Encontre todos as triplas de primos (p, g, ) tais que
plg" +1,qlr" +1,r|p? +1

Problema 3 Encontre todos os primos p e ¢ tais que pg|2P + 29.

Problema 4 Encontre a ordem de 2 mdédulo 101.

Problema 5 (PUTNAM/94) Para todo inteiro a, considere o niimero
ng = 102a — 100.2%
Mostre que para 0 < a, b, ¢,d < 99 temos n, + np = n. + ng(mod 10100).

Problema 6 Mostre que nao existe nenhum n tal que 3™ — 2™ seja divisivel
por n.

Problema 7 Prove que p? — 1 tem um fator primo da forma kp + 1.

Problema 8 (IMO/90) Encontre todos os inteiros positivos n tais que
n2|2" + 1.

Problema 9 Seja p = 2" 41 um nimero primo. Prove que 3 é raiz primitiva
moédulo p.

Problema 10 Seja p um primo fmpar e sejam ¢ e r primos tais que p|q” + 1.
Prove que ou 2r|p — 1 ou p|¢? — 1.

Problema 11 Sejam a > 1 e n inteiros positivos. Se p é um divisor primo
de a®" + 1, prove que 2"*!|p — 1.



