XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA 1% Fase Olimpiada Regional

1

Primeira Fase — Nivel 3 BA-ES-MG-PA-PB-RJ-RS-SC

8 de junho de 2002
A duracdo da prova é de 3 horas.
N&o é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
Vocé pode solicitar papel para rascunho.
Entregue apenas a folha de respostas.

O gréfico abaixo mostra o faturamento mensal das empresas A e B no segundo semestre
de 2001.
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Com base nesse gréfico, podemos afirmar que:

A) houve um més em que o faturamento da empresa A foi o dobro do faturamento da
empresa B.

B) no mésdejulho, adiferenca de faturamentos foi maior que nos demais meses.

C) a empresa B foi a que sofreu a maior queda de faturamento entre dois meses
consecutivos.

D) no semestre, o faturamento total de A foi maior que o de B.

E) adiferencaentre os faturamentos totais do semestre excedeu os 20 milhdes dereais.

se P éafracdo irredutivel equivalente a g ~ ovaordep+qgéigua a
q , .
A) 38 B) 39 C) 40 D) 41 E) 42
Um comerciante comprou dois carros por um total de R$ 27.000,00. Vendeu o primeiro

com lucro de 10% e o segundo com prejuizo de 5%. No total ganhou R$ 750,00. Os
precos de compra foram, respectivamente,

A) R$10.000,00 e R$ 17.000,00

B) R$ 13.000,00 e R$ 14.000,00

C) R$14.000,00 e R$ 13.000,00

D) R$ 15.000,00 e R$ 12.000,00

E) R$ 18.000,00 e R$ 9.000,00

A seguir vemos quatro vasos, 0s quais Angelavai encher com agua, numatorneiracuja

vazao é constante.
1 2 3 4

Osgréficos A e B a seguir representam o nivel da agua (eixo vertical), em dois dos vasos,
de acordo com o tempo (eixo horizontal).
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Qual dos vasos corresponde ao grafico A e qua ao gréfico B, respectivamente?
A)3e4 B)2e4 C)les3 D)2e3 E)le4d

Uma escola vai organizar um passeio a0 zoolégico. HA duas opgdes de transporte. A
primeira opcao € alugar “vans”: cada van pode levar até 6 criancas e seu aluguel custa
R$60,00. A segunda opcéo é contratar uma empresa para fazer o servigo: a empresa
utiliza 6nibus com capacidade para 48 criancas e cobra R$237,00 mais R$120,00 por
Onibus utilizado. A escola deve preferir a empresa gque utiliza 6nibus se forem ao passeio
pelo menos N criancas. O valor de N &

A) 28 B) 31 C) 32 D) 33 E) 36

Durante sua viagem ao pais das Maravilhas a altura de Alice sofreu quatro mudancas
sucessivas da seguinte forma: primeiro elatomou um gole de um liquido que estava numa
garrafa em cujo rétulo se lia "beba-me e fique 25% mais alta'. A seguir, comeu um
pedaco de uma torta onde estava escrito: "prove-me e fique 10% mais baixa'; logo apos
tomou um gole do liquido de outra garrafa cujo rétulo estampava a mensagem: "beba-me
e fique 10% mais ata'. Finamente, comeu um pedaco de outra torta na qual estava
escrito:"prove-me e figue 20% mais baixa'. Apos a viagem de Alice, podemos afirmar
que da

A) ficou 1% mais baixa

B) ficou 1% maisdta

C) ficou 5% mais baixa

D) ficou 5% maisalta

E) ficou 10% maisalta

Marcelo leva exatamente 20 minutos para ir de sua casa até a escola. Uma certa vez,
durante o caminho, percebeu que esquecera em casa arevista Eurekal que ia mostrar para
a classe; €le sabia que se continuasse a andar, chegaria a escola 8 minutos antes do sinal,
mas se voltasse para pegar a revista, no mesmo passo, chegaria atrasado 10 minutos. Que
fragdo do caminho j&tinha percorrido neste ponto?

2 9 1 2 9
A 5 B) 20 <) 2 D) 3 F) 10

A linha poligona AB é desenhada mantendo-se sempre 0 mesmo padrdo mostrado na

figura. Seu comprimento total éigual a
A

2 .
. | | | |'
A — —

_T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 30 31
A) 31 B) 88 C) 90 D)97  E)105

Tragando segmentos, podemos dividir um quadrado em dois quadradinhos congruentes,
quatro trapézios congruentes e dois tringulos congruentes, conforme indica o desenho
abaixo, a esquerda. Eliminando algumas dessas partes, podemos montar o octdgono
representado a direita. Que fragdo da &rea do quadrado foi eliminada?
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10.

11.

12.

13.

1

2)

3)

4)

5)

6)

1 2 1 1
A) = B) — C = D) =
) 9 ) 9 ) 2 ) 3
X2 y2
Sexy=2ex'+y’ =5, entéo — +->—+2 vae
y© X
5 25 5 1
A) — B) — C) — D) — E)1l
)2 )5 )2 )5 )
A média aritmética das idades de um grupo de médicos e advogados é 40 anos. A média

aritmética das idades dos médicos é 35 anos e a dos advogados € 50 anos. Pode-se, entéo,
afirmar que:

A) O numero de advogados é o dobro do nimero de médicos no grupo.

B) O numero de médicos é o dobro do nimero de advogados no grupo.

C) Haum médico amais no grupo.

D) H&um advogado a mais no grupo.

E) Existem as mesmas quantidades de médicos e advogados no grupo.

Osvalores de x, y e z que satisfazem as equacdes x+1=5, y+£=1 e z+£=2 s40
y z X

taisque x+3y+ 2z éigua a
A)5 B) 6 C)7 D) 8 E)9

Vamos provar que 4 é maior que 4.

Sgamaeb doisnimerostaisquea>4ea=h.
Vamos subtrair 4 dos dois termos desta equagao:
a=b
a-4=b-4
Colocamos —1 em evidéncia no segundo membro da equacao:
a-4=-1(-b+4)
a-4=-1(4-b)
Elevamos ambos os termos da equagao ao quadrado:
(a-4)%=[-1-(4-b)°
(a-4)%=(-1)*(4-b)?
(a-4)?=1-(4-h)?
(a-4)%=(4-b)?
Extraimos a raiz quadrada dos dois membros da equagéo:

V@-4? =y(4-b)

a-4=4-b
Como a = b, substituimos b por a
a-4=4-a
Resolvemos a equacao:
a-4=4-a
2a=8
a=4

XXIV Olimpiada Brasileira de Matematica — Primeira Fase



Como escolhemos a tal que a > 4, chegamos ainacreditével conclusdo de que 4 > 4.
Onde esta 0 erro no argumento acima?

A) Napassagem 2. B) Na passagem 3. C) Na passagem 4.
D) Na passagem 5. E) Na passagem 6.
14. Qual é aquantidade total de |etras de todas as respostas incorretas desta questao?
A) Quarentae aito. B) Quarentaenove.  C) Cinquenta
D) Cinquenta e um. E) Cinguenta e quatro.

15. Sgjam x, y, z nimeros inteiros tais que X + y + z = 0. Sobre x* + y® + z°sdo feitas as
seguintes afirmativas:
i) E necessariamente multiplo de 2.
ii) E necessariamente multiplo de 3.
iii) E necessariamente multiplo de 5.
Podemos afirmar que:

A) somentei) é correta.

B) somenteii) é correta.

C) somentei) eii) sdo corretas.
D) somentei) eiii) so corretas.
E) 1),1i) eiii) sdo corretas.

16. Segjaf umafuncdo real de variavel real que satisfaz a condi¢ao:
f(x)+2f(&j=3x
X

parax > 0. O valor def(2) éigud a
A) 1000 B) 2000 C) 3000 D) 4000 E) 6000

17. Oresto dadivisdo por 9 de 41111111111 22222 &
A) 0 B) 1 C)3 D)6 E)8

18. Nacircunferéncia abaixo, temos que: AB = 4, BC = 2, AC é didmetro e os angulos ABD e

CBD sio iguais. Qua éovaor de BD?

A

C

A) 243 +1 B) C) 32 D) 245  E)4
NG
19. Sgjao amaior raizdex’ + x—1=0. O valor de o® — 50 é:
A)-1 B)-2 C)-3 D)1 E) 2

20. Qual é o digito das unidades de 7777'" , onde aparecem 2002 setes?
A)7 B)9 C)3 D)1 E) 5.
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21.

22.

23.

24.

25.

Em um trapézio ABCD de area 1, a base BC mede a metade da base AD. Sgja K o ponto
médio da diagonal AC. A reta DK corta o lado AB no ponto L. A &rea do quadrilaero
BCKL éigua a
3
A) = B C
)2 ) )

D) E)

wlin
Wl
©olN
Ol

N = 65399846 € um numero inteiro positivo com oito algarismos, sendo o primeiro e o
ultimo desconhecidos. Sabendo que N é um multiplo de 198, encontre o algarismo das
unidades de N/ 198.

A)5 B) 6 )7 D)8 E)9

No triminé marciano, as pegas tém 3 nimeros cada (diferente do dominé da terra, onde
cada peca tem apenas 2 nimeros). Os ndmeros no trimind marciano também variam de O
a 6, e para cada escolha de 3 nimeros (ndo necessariamente distintos) existe uma e
somente uma pega que contém esses 3 nimeros. Qual € a soma dos nimeros de todas as
pecas do triminé marciano?

A) 756 B) 1512 C) 84 D) 315 E) 900

No tridngulo ABC, o angulo A mede 60° e 0 angulo B mede 50°. Sgjam M o ponto médio
do lado AB e P o ponto sobre o lado BC tal que AC + CP = BP. Qual a medida do angulo
MPC?

A) 120° B) 125° C) 130° D) 135° E) 145°

Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar. Elas ndo gostam do zero e,
assim, cadaumacoloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos com igual probabilidade.

A probabilidade de que a pessoa que escolheu par ganhe &

A) 12 B) 2/5 C) 3/5 D) 12/25 E) 13/25
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GABARITO NIVEL 3

1- D) 6-A) 11- B) 16- B) 21- D)
2-E) 7-B) 12-B) 17- D) 22-C)
3-C) 8-D) 13- C) 18- C) 23-A)
4-C) 9-B) 14- D) 19- C) 24- E)
5- B) 10- B) 15- C) 20- C) 25- E)

1. - A dternativa A é falsa, pois analisando o gréfico fica claro que em nenhum dos meses o faturamento de A é o
dobro do faturamento de B;

- A dternativa B é fasa, pois em outubro a diferenca de faturamento entre as duas empresas foi mais de 80
milhdes, maior do que a diferenca em julho, que foi de 60 milhdes;

- A dternativa C é falsa, pois foi a empresa A que teve a maior queda de faturamento entre dois meses
consecutivos (100 milhdes entre os meses de agosto e setembro);

- A aternativa D é correta, pois no semestre o faturamento de B foi de 860 milhGes e o faturamento de A foi maior
gue 860 milhBes e menor que 880 milhdes;

- A dternativa E éfalsa, pois adiferenca de faturamento no semestre foi menor que 20 milhges. (opgéo D).

2. Sgax=0444... entdo 10x=x+4= y_4.
9

Logo 6,888... = 6+ 2&:@ e 2,444...=2+£=g e portanto a fragéo dadaéequivalenteag:g ep+
9 9 9 9 22 11

q =42 (opcéo E)

3. Sejam 27000 - x e x 0s pregos de compra do primeiro e do segundo carros, respectivamente. Temos 1,1 (27000
—X) +0,95x = 27000 + 750 <> 0,15x = 1950 <> x = 13000 <> 27000 — x = 14000 (opcéo C).

4. No gréfico A, o nivel sobe a uma taxa constante por algum tempo e, depois, passa a subir outravez a uma taxa
constante, mas maior que a primeira.

Isto indica que o vaso é formado por duas partes de secdo reta constante, sendo a base a de maior area.

Logo, o gréfico A corresponde ao vaso 1.

No gréfico B, a taxa de elevacdo do nivel diminui continuamente, indicando que a &rea da segdo reta do vaso
aumenta continuamente. Logo, o vaso correspondente é o 3 (opg¢ao C).

5. Observemos que um Onibus tem a mesma capacidade que 48/6 = 8 “vans”. Para colocar criancas que
caberiam em k + 1 Onibus, precisariamos de pelo menos 8k “vans”. O gasto com &nibus seria 237 +
120(k + 1) = 120k + 357 e 0 gasto com “vans” seria pelo menos 60 - 8k = 480k, que é maior que 0 preco
do 6nibus parak maior ou igual a1, isto & quando precisarmos de 2 ou mais énibus.

Se utilizarmos um 6nibus, pagaremos 237 + 120 = 357 reais para levar até 48 criangas. Como 357 reais
sdo suficientes para pagarmos 5 “vans”, mas ndo 6, temos que é mais vantajoso utilizar dnibus se forem
necessarias pelo menos 6 “vans”, o que acontece quando levamos pelo menos 5 - 6 + 1 = 31 criangas.
Logo N = 31. (opgéo B).

6. Sendo h a altura inicial de Alice, sua altura final serd 1,25 x 0,9 x 1,1 x 0,8 h = 0,99h. Ou sgja, ela ficou 1%
mais baixa. (opcdo A).

7. O tempo necessario para retornar a casa e depois fazer todo o percurso até a escola foi de 18 minutos (pois ia
chegar 8 minutos adiantado mas acabou chegando 10 minutos atrasado), tempo correspondente a distancia a mais
gue percorreu, exatamente o dobro da distancia entre o ponto de retorno e sua casa. Portanto, levou 9 minutos para

ir de sua casa até o ponto de retorno, o que corresponde a 2—% da distancia de sua casa até a escola. (opgéo B).

8. A linha é composta da repeticao da figura ao lado, cujo comprimento é 9. Cada figura dessa
inicia-se num ponto representado por um multiplo de 3 no eixo horizontal: 0, 3, 6, ..., 30. A 11?2
figura, incompleta, tem comprimento 7. Portanto, o comprimento da linha poligona é igual a

10x 9+ 7=97 . (opgdo D).

9. Como os quadrados, trapézios e tridngulos sdo congruentes entre si, devemos ter o lado do quadrado igua a
dtura do trapézio, igual a cada cateto do tridngulo, igual a terca parte do lado do quadrado menor. Foram
eliminados dois tridngulos e um quadrado, cuja area equivale a &rea de dois quadrados de lado igua aterca parte

2
1 2
do original, ou sgja 2 x (5] = 5 da érea do quadrado original. (op¢ao B).
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2 2 4 4 2,,2 2 2\
(TJRAHNES A s y2+22X y - b + Y ) _ 2 (opcoB).
y© X X7y (xy) 4
11. Sgjam m e a 0 numero de médicos e advogados no grupo. A soma das idades dos médicos é 35m e a dos
advogados é 50a. Por outro lado, a soma das idades de todas as pessoas do grupo € 40(a + m). Logo, temos 35m +
50a = 40a + 40m, o que fornece 10a = 5m e, dai, m= 2a. Logo, 0 nimero de médicos é o dobro do de advogados
(opgéo B).

. 1 2x-1 1 X x-1
12 aZ:Z——: ; :1——:1_ =
* X X y z 2x-1 2x-1
1 2x-1 -4
X=5-—-=5_ X :3X Dd,XZ—X:3X—4:>X2—4X+4:0:>X:Zy:},Zz§.UMQ
y x-1 x-1 3 2

X + 3y + 2z = 6 (opgédo B).

13.Comoa>4ea=b,b>4.Logo4-b<0. Assm, napassagem 4), o correto seria
J(a-4? = (4-b)?
a-4=[4-1
a-4=b-4

(opgéo C).

14. O total de letras nas cinco respostas é 63, sendo 13 nas respostas das alternativas A e B, 9 na resposta da
aternativa C, 12 naresposta da aternativa D e 16 naresposta da alternativa E. Como 63 — 13 =50, 63 — 9 = 54,
63— 12 =51 e63-16 = 47, alnicaalternativacorretaéaD. (opcdo D).

15.C +y + 2 = + Y0+ (x=y)° =3¢ +y* =5~ y* - 30y - By = -Bxy(x +Y)

A afirmativa (i) é verdadeira (xy sd é impar quando x e y s80 ambos impares, mas neste caso x + y € par). A
afirmativa (i) também é evidentemente verdadeira, devido a presenca do fator 3. A afirmativa (iii) é falsa. Por
exemplo, sex=1, y=1 ez= -2, entéo x> + y° + 2= -6, que ndo é mltiplo de 5 (opg&o C).

16. Fazendo primeiro x = 2 e depois x = 1001 obtemos:
f(2) + 2f(1001) = 6 e f(1001) + 2f(2) = 3003 subtraindo a primeira equacdo da segunda multiplicada por 2 obtemos
3f(2) = 6000 e dai f(2) = 2000 (opcao B).

5
17 1111111111 = 1 + 10 + ... + 10° = 10° -1 Analogamente, 22222 = 2 x 11111 = 219° =1 | oo,

9 9
10 5 5 a2 5
1111111111 - 22222 = 107 = 29X 10°+1_(0 9_1) e+/11111111111- 22222 = 10°-1_ &299 =33333

cujo resto dadivisao por 9 éigual a6 (opgéo D).

18. Pelo teorema de Ptolomeu, AC BD = AD BC + AB CD. Sao fornecidos AB = 4 e BC = 2. Pelo teorema de
Pitégoras, AC? = 4% + 22 = 20 e, portanto, AC = /20 = 2\/3 . Além disso, D é o ponto médio do arco ADC e,

portanto, AD = CD = R+/2 = /10 . Logo, 24/5BD = 4/10 .2+ /10 . 4eBD = 6‘/\}@:3\5(0@&0@.
245

19. Substituindo sucesivamente, o2 por 1—ov obtemos:
a® =50 = afa? = 5) = o((1 - a)®-5) = a(0®— 20— 4) = a1 — o — 200 — 4) = — 3(c® + o) =— 3 (opcéo C).

20. 7* termina com 07, 72 termina com 49, 7° termina com 43, 7* termina com 01, 7° termina com 07, 7° termina
com 49, 77 termina com 43, 78 termina com 01 e assim por diante. Portanto 7’ termina com 43: é um nimero da
forma4n + 3.

77 = 7(77) =73 = (H . 7P 43} = produto termina com 43 (vide algoritmo abaixo).

termina com 01 terminacom

77 3 7(777j

damesmaforma 7’ = termina com 43 e assim por diante.
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Desta forma, concluimos que 7’ por um nimero de"7" maior que 1 é sempre terminado com 43. (opgéo C).

Completando o paralelogramo AB'CD, tem-se que K é o ponto
de intersecéo das diagonais, 0 que implicaem L ser o baricentro
do tridngulo AB'C. Como a&reade ABCD é1eBC:AD=1:2

entdo aarea do tridngulo ACD é % eigual adreade AB'C.

Finamente como o baricentro divide um tridngulo em 6
tridngul os de mesma érea temos

12y 2 x

S =2.|=.Z|==. (opcéo D).
A D BCKL (6 3} 9 (opgéo D)
22.Como 198 =9 x 11 x 2, o nimero N é miltiplo de 9, 11 e 2. Sgjam x e y 0 primeiro e Ultimo algarismos de N.
Como N é divisivel por 9, a soma de seus agarismos é multipla de 9. Logo, a soma x + y éigua 7 ou 16. Da
divisibilidade por 11, decorre que a diferenga entre as somas dos algarismos de ordem par e dos de ordem impar é
multipla de 11. Logo, a diferenca x-y é igual a 6 ou -5. Como a soma e a diferenca tém a mesma paridade, os
casos possiveissdo x +y=7ex—-y=-5(quefornecex=1ey=6)ex+y=16ex-y=6 (quefornecex=1ley
= 5, que ndo atende a condicdo de x ser um agarismo). Logo, N = 15399846 que é par, satisfazendo, portanto, a
ultima condicéo de divisibilidade por 198. O ultimo algarismo de N/198 pode ser 2 ou 7. Como N ndo € multiplo
de 4, este Ultimo algarismo s6 pode ser 7 (opgéo C).

23. Vamos contar quantas sdo as ocorréncias de um determinado nimero (por exemplo, 6). Ha 1 pecaem que o 6
aparece 3 vezes, 6 em que ele aparece 2 vezes, e 21 em que ele aparece 1 vez (ele aparece em 6 pegas
acompanhado por dois nimeros iguais e em Cg, = 15 pegas acompanhado por dois outros nimeros). Logo, o 6
ocorre3 x 1+2x 6+ 1x 21 =236 vezes. Logo, asoma dos nimeros de todas as pecas €36(1 +2+3+4+5+ 6)
=756 (opcao A).

24. Como AC + CP = BP, P é o ponto médio de BQ, onde Q é o ponto sobre o prolongamento de BC tal que CQ =
AC. Logo, M e P sdo, respectivamente, pontos médios dos lados BA e BQ do triangulo ABQ. Assim, MP é
paraelo a AQ e o0 angulo MPB éigua ao angulo em Q do tridngulo isdsceles ACQ, que éigua a (180°- 110°)/2 =
35°. Portanto, MPC = 180° — MPB = 145°. (opgé&o E).

B P C Q

25. Cadaumdos 25 pares (i, j), comi,j =1, 2, 3, 4 ou 5, tem a mesma probabilidade de ocorrer. A somai +j é par
em 13 destes pares. Logo, a probabilidade de quem escolheu par ganhe € 13/25 (opgéo E).
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