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Problema 1.

Dizemos que um polinémio € positivista se ele pode ser escrito como o produto de dois polindmios ndo constan-
tes com coeficientes reais maiores ou iguais a 0. Seja f(x) um polindmio ndo nulo tal que f(x") é positivista
para algum inteiro positivo n. Prove que f(x) é positivista.

Observagdo: O enunciado do problema 1, tal como proposto, esta incorreto. Faltou adicionar a hipétese de
que f tem grau maior que 1 (ou, alternativamente, que o coeficiente constante de f é ndo-nulo). A conclusdo
do problema, tal como proposto, é falsa para f(x) = cx, com c inteiro positivo. Os alunos que derem um
contra-exemplo correto ganhardo pontuacéo total, bem como os alunos que corrigirem o enunciado agregando
uma hipétese como as mencionadas acima e a partir daf resolverem o problema. A banca da prova pede
desculpas a todos pelo ocorrido.

Problema 2.

Fixados os inteiros positivos a e b, mostre que o conjunto dos divisores primos dos termos da sequéncia
ay = a-2017" + b - 2016" é infinito.

Problema 3.
Sejam X = {(x,y) € R?|ly > 0,x*+y* =1} U{(x,0),—1 < x < 1} o bordo de um semi-disco fechado de raio 1.

a) Sejan > 1uminteiroe Py, P, ..., P, € X. Prove que existe uma permutagdo o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
tal que

n
Y Po(isn) = Pog)|> < 8,
i=1

onde definimos o(n + 1) = o(1).

b) Determine os conjuntos {P1,P2, .. .,Pn} C X tais que, para qualquer permutagdo o : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n},

Z% |Pyjs1) — P> = 8.
]:

(ondeo(n+1) =oc(1)).
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Problema 4.

Seja (a,),>1 uma sequéncia de termos (estritamente) positivos com lima,, = 0 tal que, para um certoc > 0 e
paratodon > 1, [a,41 —an| <c- a,%. Prove que existed > 0comn-a, >d,Vn > 1.

Problema 5.
Sejam d < n inteiros positivos e A uma matriz real d x 7, a qual induz uma transformagao linear de R" em R*
por v — A.v (vemos os elementos de R" como vetores coluna). Seja 0(A) o supremo sobre todos os subespagos
W de dimenséao d de R" de inf,cyy, jp—1 |A - 0.
Para cada j < d, seja r(j) € R" o j-ésimo vector-linha de A, ou seja, 7(j) = A’ - ¢;, onde ¢; é 0 j-ésimo elemento
da base canonica de R?. Prove que

o(A) < mind(r(i), {r(j),] # 1)) < Vi -o(A).
Obs.: | - | denota a norma euclidiana; A? é a matriz transposta de A; d(r(i), (r(j), j # i)) denota a distancia de
r(i) ao subespago de R" gerado pelos vetores r(j), 1 < j < d,j # i.

Problema 6.

Vamos considerar aqui palavras sobre o alfabeto {a,b}: sequéncias de a’s e b’s de comprimento finito. Escrevemos
u < v se u é uma subpalavra de v, isto €, podemos obter u a partir de v apagando algumas letras de v (exemplo:
aba < abbab). Dizemos que uma palavra u distingue as palavras x e y se u < x mas ndo vale que u < y ou
vice-versa (ndo vale que u < x mas u < y).

Sejam m e [ inteiros positivos. Dizemos que duas palavras x e y sao m-equivalentes se nio existe # de comprimento
< m que distingue x e y.

a) Prove que se 2m < I, entdo existem duas palavras distintas x e y de comprimento I que sdo m-equivalentes.

b) Prove que se 2m > I, entdo duas palavras distintas x e y de comprimento I ndo podem ser m-equivalentes.
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