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Problema 1. Para cada conjunto finito não vazio P de primos, seja m(P) a maior

quantidade possível de inteiros positivos consecutivos, cada um divisível por

pelo menos um elemento de P .

(i) Mostre que |P | ≤ m(P), com igualdade se, e somente se, mı́n(P) > |P |;

(ii) Mostre que m(P) < (|P |+1)(2|P |−1).

(O número |P | é a quantidade de elementos do conjunto P .)

Romania, Dan Schwarz

Problema 2. Para cada inteiro positivo n, encontre o maior real Cn com a se-

guinte propriedade: dadas quaisquer n funções f1(x), f2(x), . . . , fn(x) definidas

no intervalo fechado 0 ≤ x ≤ 1 e que assumem valores reais, é possível encontrar

números x1, x2, . . . , xn , com 0 ≤ xi ≤ 1, tais que
∣

∣ f1(x1)+ f2(x2)+·· ·+ fn(xn)−x1x2 · · ·xn

∣

∣≥Cn .

Serbia, Marko Radovanović

Problema 3. Seja A1 A2 A3 A4 um quadrilátero convexo cujos lados opostos não

são paralelos. Para cada i = 1,2,3,4, defina ωi como o círculo que toca o qua-

drilátero externamente e é tangente às retas Ai−1 Ai , Ai Ai+1 e Ai+1 Ai+2 (índices

são considerados módulo 4, de modo que A0 = A4, A5 = A1 e A6 = A2). Seja Ti

o ponto de tangência de ωi com o lado Ai Ai+1. Prove que as retas A1 A2, A3 A4 e

T2T4 são concorrentes se, e somente se, as retas A2 A3, A4 A1 e T1T3 são concor-

rentes.

Russia, Pavel Kozhevnikov

Cada problema vale 7 pontos.

Duração da prova: 4 1
2

horas.
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Problema 4. Determine se existe um polinômio f (x1, x2) em duas variáveis, com
coeficientes inteiros, e dois pontos A = (a1, a2) e B = (b1,b2) no plano, satis-
fazendo todas as seguintes condições:

(i) A é um ponto inteiro (isto é, a1 e a2 são inteiros);
(ii) d (A,B )= 2010, sendo a distância do taxista entre dois pontos

P = (p1, p2), Q = (q1, q2) no plano dada por

d (P,Q)= |p1 −q1|+ |p2 −q2|;

(iii) f (n1,n2) > f (a1, a2), para todos os pontos inteiros (n1,n2) no plano di-
ferentes de A;

(iv) f (x1, x2) > f (b1,b2), para todos os pontos (x1, x2) no plano diferentes de
B .

Italy, Massimo Gobbino

Problema 5. Seja n um inteiro positivo dado. Dizemos que um conjunto K de
pontos no plano com coordenadas inteiras é conexo se para todo par de pontos
R ,S ∈ K existem um inteiro positivo ℓ e uma sequência

R = T0,T1, . . . ,Tℓ = S

de pontos em K , em que a distância entre cada Ti e Ti+1 é 1. Para cada conjunto
K nessas condições, definimos o conjunto de vetores

∆(K )= {
−→
RS | R ,S ∈ K }.

Qual é o valor máximo de |∆(K )| quando tomamos todos os conjuntos conexos
K com 2n +1 pontos no plano com coordenadas inteiras?

Russia, Grigory Chelnokov

Problema 6. Dado um polinômio f com coeficientes racionais e grau d ≥ 2,
definimos a sequência de conjuntos f 0(Q), f 1(Q), . . . por f 0(Q) =Q e f n+1(Q) =
f ( f n(Q)) para n ≥ 0. (Dado um conjunto S, f (S) é o conjunto

{

f (x) | x ∈ S
}

.)
Seja f ω(Q) =

⋂

∞
n=0 f n(Q) o conjunto de números que pertencem a todos

os conjuntos f n(Q). Prove que o conjunto f ω(Q) é finito.
Romania, Dan Schwarz

Cada problema vale 7 pontos.
Duração da prova: 4 1

2 horas.


