THE 4™ ROMANIAN MASTER OF MATHEMATICS COMPETITION
DIA 1: SEXTA-FEIRA, 25 DE FEVEREIRO DE 2011, BUCARESTE

Language: Portuguese

Problema 1. Prove que existem duas funcdes f, g: R — R tais que f o g é estrita-
mente decrescente e go f € estritamente crescente.

Problema 2. Determine todos os inteiros positivos n para os quais existe um
polindmio f(x) com coeficientes reais satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) paracada inteiro k, o namero f (k) € inteiro se e somente se k nao € divisivel
por n;
(2) ograude f é menor que n.

Problema 3. Um tridngulo ABC estd inscrito em uma circunferéncia w. Uma
reta varidvel ¢ paralela a BC intersecta os segmentos AB, AC nos pontos D, E
respectivamente, e w nos pontos K, L (com D entre K e E). A circunferéncia y, é
tangente aos segmentos KD e BD e também a w; a circunferéncia y, é tangente
aos segmentos LE e CE e também a w.

Determine o lugar geométrico, quando ¢ varia, do ponto de interse¢ao
entre as tangentes interiores comuns a y; € ya.

Cada problema vale 7 pontos.
Tempo: 4% horas.



THE 4™ ROMANIAN MASTER OF MATHEMATICS COMPETITION
DIA 2: SABADO, 26 DE FEVEREIRO DE 2011, BUCARESTE

Language: Portuguese

S S
Problema 4. Dado um inteiro positivo n = [ | p", seja Q(n) = ) a; o total de
i=1 i=1
fatores primos de 7, contados com multiplicidade. Seja também A(n) = (—1)2?
(por exemplo, 1(12) = (22 -3") = (1)1 = -1).
Prove as seguintes afirmacoes:

i) Existem infinitos inteiros positivos n tais que A(n) = A(n+1) = +1;
ii) Existem infinitos inteiros positivos n tais que A(n) = A(n+1) = —1.

Problema 5. Para todo n = 3, determine todas as configuracdes de n pontos
distintos Xj, X»,..., X;; do plano com a seguinte propriedade: para qualquer par
de pontos distintos X;, X;, existe uma permutacdo o dos inteiros {1,..., n} tal
que d(X;, Xy) = d(Xj, X5(r)) paratodo 1<k <n.

(d(X,Y) denota a distancia euclidiana entre os pontos X e Y.)

Problema 6. As casas de um tabuleiro 2011 x 2011 s@o numeradas com o0s in-
teiros 1,2,...,2011%, de modo que cada ntimero é usado exatamente uma vez.
Identificamos as arestas direita e esquerda e depois as arestas inferior e supe-
rior, da maneira usual a formar um toro (a superficie de uma rosquinha).

Determine o maior inteiro positivo M para o qual, independente de como
numeramos as casas, sempre existem duas casas vizinhas tais que a diferenca
entre seus nimeros € pelo menos M.*

Cada problema vale 7 pontos.
Tempo: 4% horas.

*Duas casas (x,y) e (x,y') sdo ditas vizinhas se x = x’ e y—y' = £1 (mod 2011), ouy=)'e
x-x'=#1 (mod 2011).



