IV OLIMPiADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
6 DE OUTUBRO DE 2001

1. [4 pontos] As raizes de um polinémio de grau quatro com coeficentes complexos estéo
localizadas nos vértices de um retangulo com lados de comprimento a € b no plano complexo.
Encontrar a distancia entre as raizes da segunda derivada deste polinémio.

2. [5 pontos] Uma fungdo derivavel f:R—>R satisfaz a desigualdade |f (x)|>|f'(x)| para todo
x e R e para pelo menos um real x, esta desigualdade é estrita, quer dizer, | f (x,)| >| ' (X,)|
Demonstrar que a equagéo f (x) =0n&o tem solugao.

3. [5 pontos] A soma (ou diferenca simétrica) dos conjuntos A e B é definida como:

A+B=(AUB)\(AnB).
Inicialmente os 1024 subconjuntos de um conjunto de 10 elementos estdo escritos ciclicamente
numa circunferéncia. Simultaneamente entre cada dois subconjuntos vizinhos escreve-se sua soma.
Depois todos os conjuntos anteriores sdo apagados. Quais conjuntos estardo escritos na
circunferéncia depois de repetir esta operagédo 2001 vezes?

4. [5 pontos] Seja «>0 um nUmero real. Sejam 0<x, <X, <X, <... as solu¢des reais da

~ e 1
equagao x-sen(x“)=logx. Encontrar os valores de o para 0s quais Z— converge.

n=l *n

5. [6 pontos] Seja f uma fungdo do intervalo [0, 1] no conjunto dos numeros reais tal que para
quaisquer x,y €[0,1] se cumprem as seguintes condicoes:

a) Se x<yentdo f(x)< f(y).

b) £(0)=0.

¢) fl-x)=1-f(x).

d) f(ﬁjzﬂl
3 2

Demonstrar que se x é racional entdo f(x) € racional.



6. [7 pontos] Calcular

= p/s 2 3z nz
Zcos—cos—cos—...cos—.
n n n

n=1
7. [8 pontos] Seja f:R— R uma fungédo continua e periédica tal que a desigualdade f(x)>0
tem pelo menos uma solugéo.

a) Demonstrar que existe um inteiro a>2 tal que o sistema infinito de desigualdades

f(@"x)>0,k=012,...
tem pelo menos uma solug&o.

b) Demonstrar que existe um inteiro b>2 tal que o cardinal do conjunto de solugdes do sistema
infinito de desigualdades

f(b*x)>0,k=012,...
é igual ao continuo.

Nota: Dizemos que um conjunto X tem cardinal igual ao continuo se existe uma bijecao
f : X —[0J]] entre X e o intervalo [01]] <= R.

Tempo: 5 horas



