Corpos estendidos no espaco em grupos

Carlos Shine

Vamos ver como conceitos de teoria dos niimeros (especialmente nimeros mod p) podem ser genera-
lizados com conceitos de Algebra.

1 Corpos

Em termos simples, corpos sao conjuntos em que podemos somar, subtrair, multiplicar e dividir.

1.1 Definicao
Um conjunto K munido das operagoes + e - é um corpo quando:
e a operagao + é associativa, comutativa, tem elemento neutro 0 e oposto.

e aoperagao - € associativa, comutativa, tem elemento neutro 1 e inverso para todo elemento diferente
do elemento neutro da adicao.

e vale a distributiva da multiplicagao com relagao a adigao.

Exemplos de corpos sdo Q, R, C e, especialmente, Z/pZ, os inteiros vistos médulo um primo p.
Exemplos de conjuntos que nao sao corpos sao 7Z, os inteiros médulo um composto e os polinémios
com coeficientes em qualquer corpo.

1.2 Exercicios
1.1. Considere o conjunto Z/pZli] = {a+bi,a,b € Z/pZ}, em que p é primo e i é a unidade imagindria.
(a) Mostre que se p =3 (mod 4) entdo Z/pZ[i] é um corpo.
(b) Mostre que se p =1 (mod 4) entdo Z/pZ[i] ndo é um corpo.

(¢) O que acontece com o item anterior se trocarmos ¢ por uma das “solugoes” da congruéncia
2?2 = —1 (mod p)? Por “solugao” entendemos a solugio em Z/pZ se p = 1 (mod 4) e um
simbolo formal se p =3 (mod 4).

1.2. Seja f(x) um polinémio de coeficientes racionais, irredutivel em Q. Sendo F' o conjunto dos
polinémios com coeficientes racionais vistos médulo f(z) (ou seja, P(z) = Q(x) (mod f(z)) <—
f(x) | P(x) — Q(x)), determine se F' é um corpo.

1.3. O que acontece se, no exercicio anterior, trocarmos os coeficientes de Q para Z/pZ? Counsidere o
caso particular f(x) = 22 + 1 e compare com o exercicio 1.

2 Espacos vetoriais

Dado um corpo, podemos combinar elementos dele com outros conjuntos!



2.1 Definicao

Dado um corpo K, um conjunto V munido de duas operacdes + em V? (adi¢do) e - em K x V (multi-
plicagao por escalar) é um espaco vetorial sobre K quando, para todos u,v € Vea,fem K, aut+pv € V.
Os elementos de V' sao chamados vetores e os elementos de K sao chamados escalares.

2.2 Combinacgoes lineares, independéncia linear, base, dimensao

Espacos vetoriais, veremos em breve, funcionam bem com as chamadas combinagdes lineares, que sao
essencialmente uma extensao da conta au 4+ Sv que vimos na definicdo: um vetor v é combinagao linear
de outros vetores uq,us, ..., U, quando existem escalares aq, as, ..., a,, tais que

V= 001U + U + -+ QU -

Dada essa ideia, podemos definir independéncia linear: um conjunto de vetores U = {uq,...,ui} é
linearmente independente (LI) quando nenhum dos elementos de U é combinagao linear dos outros. Em
outras palavras (ou, na verdade, simbolos): sendo aq, ..., ay escalares, e 0 o vetor nulo,

aug Fagtus + - Fapup =0 &= g =ay=---=qa;=0.

Agora definiremos um conjunto que nos permite descrever espagos vetoriais de modo eficiente: pri-
meiro, diremos que um conjunto W gera um espago vetorial V' quando todo elemento de V' é combinagao
linear dos elementos de W. Se o conjunto W é também LI (ou seja, eliminamos as redundancias), W é
uma base de V. Com isso, podemos descrever os elementos de V' a partir de uma de suas bases.

A quantidade de elementos de uma base de V' é a dimensdo de V. Por incrivel que pareca, todas as
bases de espagos vetoriais tém a mesma quantidade de elementos!

2.3 Exercicios

2.1. Mostre que C é um espago vetorial sobre R. Encontre uma base desse espaco vetorial.

2.2. Os polinémios com coeficientes em um corpo K formam um espago vetorial sobre K7 Se sim,
determine sua dimensao.

2.3. Mostre que todas as bases de espacos vetoriais tém a mesma quantidade de elementos.

3 Extensoes de corpos

Se um corpo K esté contido em outro corpo L dizemos que K é um subcorpo de L. E bem fdcil mostrar
que, nesse caso, L é um espago vetorial sobre KL (verifique!). Denotamos a dimensdo desse espago
vetorial por [L : KJ.

O seguinte teorema costuma ser bastante util:
Teorema 1 (corpo intermedidrio). Se K, L e M sao corpos com K C L C M e[L: K] e [M : L] sdo
finitos, entdao [M : K| também € finito e

[M:K]=[M:L]-[L:K].

Demonstragio. Sejam U = {uy,...,um}t e V = {v1,...,v,} bases de L sobre K e M sobre L, respec-
tivamente. Com isso, [L : K] = m e [M : L] = n. Basta encontrar uma base de M sobre K com mn
elementos.

Usando a definigdo de base, temos que todo elemento w de L pode ser escrito na forma

W= U1 + QU2 + -+ + Qupl,,
com a,...,q, € K, e todo elemento x de M pode ser escrito na forma

x = Prv1 + Bove + - - - + Bnn,



com (q,...,08, € L.
Assim, para escrever x € M como combinagdo linear em K, podemos substituir as combinagoes
lineares de 3; em L: sendo
Bi = ag1uy + aotia + - - Qi Uy,

n m
Tr = E E Q50U 5,

i=1 j=1

temos

e sendo v;u; € M e oy € K, escrevemos x como combinagao linear de mn elementos de M, ou seja, o
conjunto B = {v;u;,1 <i<n,1<j<m} gera M.

Falta provar que B é LI, ou seja, mostrar que nenhum elemento de B é combinagao linear dos outros.
Para isso, basta supor por absurdo: suponha, sem perdas, que

n m
ULV = E E Hijujvi.

i=2 j=2

Lembrando que u;,v; sao elementos de corpos, e que u; # 0, podemos “isolar”” vy. Isso significa
que v pode ser escrito como combinagao linear de vs, ..., v, com coeficientes em L, o que contradiz a
hipotese de que M é espaco vetorial sobre L.

Portanto B é base de M sobre K e a dimensao de M sobre K é

[M:K|=mn=[L:K|-[M:L.

3.1 Extensoes simples

Uma maneira de estender um corpo K (além de se deitar, é claro) é escolher um elemento ¢ ¢ K e obter
o menor corpo K(¢) que contém K e (. Isso é uma extensio simples. Nesse sentido, podemos dizer,
por exemplo, que C = R(¢). Como podemos estender o corpo adicionando um elemento de cada vez,
podemos sé estudar extensoes simples.

Polinémios acabam tendo um papel importante para descrever elementos dessas extensoes.

Teorema 2 (Extensoes simples algébricas). Seja K um corpo e ¢ ¢ K tal que existem um inteiro positivo
n e elementos ag, aq,...,0,_1 € K tais que
("=ag+arC+-+ a1

Em outras palavras, ¢ € raiz de wm polinéomio f com coeficientes em K.

Suponha que f seja irredutivel em K (se ndo for, fatore o polinémio em irredutiveis' e identifique
aquele que tem ¢ como raiz). Entdo os elementos de K(() sao os polinémios de grau menor ou igual a
n. Dizendo de outra forma, tomamos os polinémios em K mddulo f.

Demonstragao. E imediato que podemos somar, subtrair e multiplicar médulo f(z). Falta provar a
existéncia de inverso para todo g(z) Z 0 (mod f(z)).

Como f é irredutivel em K, pelo teorema de Bézout, para qualquer polinémio g que néo é divisivel
por K existem polinémios a e b tais que

a(z) f(z) +b(x)g(x) =1 = blx)g(x) =1 (mod f(z))

e podemos tomar b = ¢~ !. O

Note também que [K(¢) : K] = 0f, o grau de f.
Podemos resolver essas ferramentas para resolver alguns problemas bacanas de polindmios.

Exemplo 1. Seja f um polinémio irredutivel em Q e seja n seu grau. Sendo g um polinomio qualquer
com coeficientes racionais, prove que todo fator irredutivel de f(g(x)) tem grau mailtiplo de n.

1Pode-se provar que os polinémios em K tém fatoragdo tnica, mas isso fica para outra ocasido! Mas se vocé quiser
pensar, comece definindo divisao euclidiana, prove Bezoéut, defina mdc e chegue a algo equivalente ao teorema fundamental
da aritmética.



Solugao: Seja p(x) um fator irredutivel de f(g(z)) e @ uma raiz de p. Seja também 8 = g(«). Note
quep| fog = f(9(a)) =0 < f(B) =0, de modo que:

o 3 = g(a) quer dizer que 8 = >_ a,a™, ou seja, B € Q(«). Isso implica Q(5) C Q(«), pois qualquer
combinacdo linear de 3%’s pode ser escrita como uma combinacao linear de a/’s.

* [Q(a): Q] =0dpe[QB): Q] =n

Feito isso, o problema essencialmente acabou: temos Q C Q(8) C Q(«) e pelo teorema do corpo
intermedidrio,

[Q(a) : Q] = [Q(a) : Q(A)] - [Q(P) : Q] = [Q(B) : Q] | [Q) : Q] < n | Ip,

como queriamos demonstrar.

3.2 Exercicios

3.1. Nessa secao mostramos que se K C L sao corpos entao L é um espago vetorial sobre K. Prove que
a reciproca nao ¢é verdadeira, ou seja, exiba um exemplo de espago vetorial V' sobre um corpo K
tal que V' nao é um corpo.

3.2. Mostre que Q(\/?, \/5) = (@(\/5 + \/3) (para obter @(\/5, \/3), estendemos colocando v/2 e \/§)

3.3. Seja p(z) € Z[x] um polindmio moénico e irredutivel tal que |p(0)| ndo é quadrado perfeito. Prove
que p(x?) é irredutivel em Q.

4 Grupos

Grupos tém regras mais simples do que corpos, mas por causa disso tem menos estrutura e os teoremas
Sa0 um pouco mais complexos.

4.1 Definicao

Um conjunto G munido de uma operagao * é um grupo se satisfaz as seguintes propriedades:
e (Fechado) para todos a,b € G, axb € G;
e (Associativa) a * (b c) = (a x b) * ¢ para todos a,b,c € G;
e (Elemento neutro) existe e € G tal que a *x e = e x a = a para todo a € G}
e (Inverso) para todo a € G existe b € G tal que axb=Dbxa =e.

Note que nao necessariamente vale a * b = b * a. Se isso acontece, dizemos que o grupo é abeliano.
Temos varios exemplos de grupos:

e Inteiros com soma: note que e = 0 e o inverso de a é o oposto —a.

Inteiros modulo n com soma.

Inteiros médulo p primo, tirando 0 mod p, com multiplicagao.

e Matrizes quadradas inversiveis de mesmo tamanho com multiplicacao.

Conjuntos com a diferenga simétrica AA B = (A\ B)U(B\ A).
e Fungoes bijetoras de A em A (permutagées) com composicao.

A partir de agora, para grupos gerais representaremos a x b = ab.



4.2 Subgrupos, coclasses, relagoes de equivaléncia e teorema de Lagrange

Se H C (G sdo grupos (com a mesma operacao) dizemos que H é subgrupo de G. Dado um subgrupo H
de G, e a € G, definimos a coclasse esquerda por

aH = {ah,h € H}.

Nem sempre o conjunto aH é um grupo. Por exemplo, usando a soma como operagao, se G = Z e
H = 27 é o conjunto dos ntimeros pares, H é um subgrupo e 1H = {1+ h,h € H} nao é um grupo (de
fato, a soma ndo é fechada nos fmpares).

As coclasses induzem uma relacdo de equivaléncia. Diremos que aH e bH sao equivalentes quando
aH = bH. Relagdes de equivaléncia sao aquelas ~ com as seguintes propriedades: a ~ a (reflexiva)
a~b < b~ a (simétrica) ea~beb~c = a~ c (transitiva). Relagoes de equivaléncia nao
aparecem somente em teoria dos grupos, mas induzem partigoes, em que elementos do mesmo conjunto
estao relacionados.

Usando os inteiros Z com a soma, e o subgrupo nZ dos multiplos de n, as particoes sao m + nZ =
{m + nk,k € Z}, ou seja, as classes de conguéncia médulo n! De fato, podemos até escrever, em geral,
aH =bH <= a=b (mod H).

Feito isso, podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 3 (Lagrange). Sendo H um subgrupo de G, |H| divide |G|.

Demonstragao. Considere a particao induzida por H. Todas as coclasses tém |H| elementos pois ah; =
ahy = hi = hy — basta aplicar o inverso de a & esquerda. Como G ¢é a uniao disjunta de coclasses de
H, |H| divide |G]|. O

4.3 Ordem, menor divide

Agora vamos trabalhar com grupos finitos. Seja e o elemento neutro de G. Dado um elemento g € G, a
ordem de g é o menor inteiro positivo k tal que g* =g¢g...g =e.
—
k g's

Note que k sempre existe pois g, g2, g%, . . . assume uma quantidade finita de valores, e ocorre g™ = g
para alguns m > n, e tomamos k = m — n.

O teorema do menor divide continua valido: se g™ = e entdo a ordem de g divide n.

E bem fécil ver que o conjunto (g) = {e,g,...,g* '} é um grupo. Com isso, a ordem de g é a
cardinalidade |(g)|. Pelo teorema de Lagrange, essa ordem divide |G|. Logo temos

n

Teorema 4 (“Euler-Fermat”). Para todo g € G, gl¢! = e. O

4.4 Relagao com Z/pZ

Tomemos G = Z/pZ* com a multiplicagdo. Podemos traduzir alguns resultados da teoria dos nimeros
na linguagem de grupos:

e O dultimo teorema nos dé a?~! =1 (mod p).

e Os residuos quadréticos formam um grupo de tamanho (p — 1)/2 (que divide p — 1). Isso é ébvio,
mas r®~1/2 =1 (mod p).

e Existe um elemento g tal que (g) = Z/pZ* (raiz primitiva).

4.5 Usando em extensoes de corpos

As coisas ficam mais interessantes quando trabalhamos com extensoes de corpos. Para obter um grupo
de um corpo, basta ignorar uma das operagoes do corpo!



Exemplo 2. Considere os inteiros de Gauss, ou seja, Z[i] = {a + bi,a,b € Z}. Usamos [| no lugar de
() porque Z[i] nao € um corpo (€ um anel, que é tipo os inteiros — nem todo mundo tem inverso).
Seja m um primo de Z[i]. Entdo os inteiros de Gauss mdédulo m formam um corpo.

(a) Quantos elementos esse corpo tem?

(b) Enuncie o equivalente a Euler-Fermat nesse corpo.

Solugao: Auntes de ir para a solugdo em si, definimos a norma N(w) = 7 -7, e a divisdo euclidiana
da seguinte forma: sendo ¢ o quociente e r o resto da divisao de a por b, a = bg + r, com r = 0 ou
N(r) < N(b). Pode-se provar que r é inico nessa situagao.

(a) Como N(r) pode assumir os valores de 1 a N(m) — 1, a quantidade de elementos é no méximo
N(m) —1. Agora, considerando os inteiros (de Gauss) 1,2,..., N(m) — 1, eles sdo distintos médulo
7w porque se i =j (mod 7) entdo w|i—jeT|i—j < T|i—j,esendo mde(m,7) =1 (pois &
é primo), temos 77 | i —j <= N(7w)|i—j. Como |i — j| < N(m), i = j. Logo esse grupo tem
N(w) — 1 elementos.

(b) aNM=1 =1 (mod 7).

S6 para complementar, fagamos um caso particular: seja m = 2 + 3i. Sendo N(7) = 22 + 32 = 13,
acabamos de afirmar que os restos sdo 0,1,2,...,12. Note que 13 =0 (mod 2+ 3i) pois 13 = (2+3:)(2—
3i) = 2+3i|13. Agora, podemos reduzir para inteiros racionais da seguinte forma: usamos primeiro
(2 + 3i) = —3 + 2i, que também é multiplo de 2 + 3i. Se a + bi tem b par, subtraimos (—3 + 2i)b/2 de
a + bi e obtemos um inteiro racional; se a + bi é impar, subtraimos 2 + 3i + (3 —2i)(b—3)/2 de a+ bi e
obtemos um inteiro racional.

Exemplo 3. Faca o mesmo que o exemplo anterior para o corpo Z/pZ(v/2). Suponha que /2 ¢ 7./pZ
(ou seja, 2 nao € residuo quadrdtico mddulo p).
Solugao:

(a) Os elementos de Z/pZ(y/2) sdo da forma a + by/2, com a,b € Z/pZ. Em principio, temos p? — 1
elementos no grupo multiplicativo (eliminamos o zero). Agora, p | a+bv2—(c+dv/?2) <= Ik, (€
Z:(a—c)+(b—dV2=pk+/2) < pla—cep|b—d < a=ceb=d, logo nio ha
repeticoes.

(b) a®” =1 =1 (mod p).

4.6 Exercicios

4.1. Seja S a sequéncia definida por Sy = 4 e Sgi1 = S7 — 2 para k > 0. Para n > 2, prove que
M, = 2" — 1 é primo se, e somente se, S,_o é miltiplo de M,,.?

4.2. (OBM 2017) Seja a inteiro positivo e p um divisor primo de a® — 3a + 1 com p # 3. Prove que p é
da forma 9k 4+ 1 ou 9%k — 1, sendo k inteiro.

4.3. (IMO Shortlist 2003) A sequéncia ag,ay, ... ¢ definido por ag = 2, ax11 = 2a3 — 1 para k > 0.
Prove que se um primo fmpar p divide a,, entdo 2713 divide p? — 1.

4.4. (IMO Shortlist 2004) Seja k um inteiro fixado maior do que 1, e defina m = 4k? — 5. Prove que
existem inteiros positivos a e b tais que a sequéncia (xy) definida por

To=a, I :ba T2 :xn+1+x7un:071727--~

tem todos os seus termos primos com m.

2Retirado do livro Primos de Mersenne (e outros primos muito grandes), de Carlos Gustavo T. A. Moreira (Gugu), e
Nicolau C. Saldanha



