Corpos estendidos no espaco em grupos — respostas dos exercicios

Carlos Shine

Nao se assuste com o tamanho das solugoes a seguir. Eu tentei colocar o maximo de informagao
relacionada possivel nas solugoes para tentar tornéd-las mais instrutivas.

1 Corpos
1.1. Considere o conjunto Z/pZli] = {a+bi,a,b € Z/pZ}, em que p é primo e i é a unidade imagindria.
(a) Mostre que se p =3 (mod 4) entdo Z/pZ[i] é um corpo.

(b) Mostre que se p =1 (mod 4) entdo Z/pZ[i] ndo é um corpo.

(¢) O que acontece com o item anterior se trocarmos ¢ por uma das “solugdes” da congruéncia
22 = —1 (mod p)? Por “solucdo” entendemos a solugao em Z/pZ se p = 1 (mod 4) e um
simbolo formal se p =3 (mod 4).

Solugao: O problema se resume a mostrar (ou ndo) que todo elemento nao nulo tem inverso, ja
que somar, subtrair e multiplicar é trivial, e os elementos neutros sado os 6bvios 0 e 1.

Também mostramos um resultado preliminar e conhecido, cuja demonstracao segue.

Lema 1. Sendo p primo, 2> + 1 = 0 (mod p) tem solucio se, e somente se, p = 2 ou p = 1
(mod 4).

Demonstragao. Se p =3 (mod 4) entdo (p — 1)/2 é inteiro fmpar. Assim,
?=-1 (modp) = (2?)T = (—l)p%1 (mod p) <= 2P~'=—-1 (mod p),

que contradiz o teorema de Euler-Fermat.
Se p=2, =1 é solugao.

Para p =1 (mod 4), hé varias maneiras de mostrar que 22> = —1 (mod p) tem solugao. Apresen-
tamos duas delas.

e Uma é usar diretamente o teorema de Wilson: (p — 1)! = —1 (mod p). Observando que
p—k = —k (mod p) e usando que (p — 1)/2 é par, (p — 1)! é “quadrado perfeito” médulo p:

p—-1 ptl
2 2

1.2.....1’;1-(-1’;1>....-(_2).(_1) (mod p)

(1) ((p;l)') (mod p)
()

e temos uma solucao explicita para 2 = —1 (mod p): =z = (%4)! (mod p).

p-D'=1-2-...- oo (p=2)-(p—-1)



e Outra demonstracao tem um pouco a ver com a demonstragao do teorema de Wilson: para
cada m € Z/pZ*, defina A,, = {m,—m,m~1, —m~'}. Esses conjuntos particionam Z/pZ,
pois se n € A, entdo m € A,. Como m % —m (mod p) e m~! £ —m~! (mod p), |A,| = 2
ou |An,| =4, e |A,| = 2 se, e somente se, m = m~! (mod p) <= m = +1 (mod p) ou

m=-m~! (mod p) <= m?= -1 (mod p).
Como hé p— 1 = 4k elementos ndo nulos em Z/pZ, A1 = A_1 e |A1| = 2, hé pelo menos mais
um conjunto A,, com dois elementos, que satisfaz m? = —1 (mod p), e temos ai uma solugao
para m? = —1 (mod p).!

O]

(a) Note que a? +b*> =0 (mod p) s6 tem a solucio a = b =0 (mod p), pois se a #= 0 (mod p)
entdo (ba=1)? = —1 (mod p), e 22 = —1 (mod p) nio tem solucio para p = 3 (mod 4). Entao
todo a4+ bi Z 0 (mod p) tem inverso: temos

(a+bi)(a—bi)=a®>+b* = (a+bi)(a—bi)(a®+b*)" =1 (mod p)

e o inverso de a + bi é (a — bi)(a® + b*)~L.

(b) Seja m uma solucio de 22 = —1 (mod p), que existe pois p = 1 (mod 4). Entao m+i nio tem
inverso: suponha que a 4 bi é o seu inverso. Entao (m +i)(a + bi) =1 (mod p) < (ma —
b)+ (a+mb)i=1 (mod p) < a+mb=0 (mod p) ema—b=1 (mod p) < a=-mb
(mod p) e m(—bm) —b =1 (mod p) = b(1+m?) = —1 (mod p) < 0b= —1 (mod p),
absurdo.

(c) Denote por m tal “solucao”. Entao Z/pZ[m] é equivalente a Z/pZ[i| para p = 3 (mod 4)
(todas as contas sdo exatamente as mesmas que no item a) e a Z/pZ para p = 1 (mod 4)
(nesse caso, como m é solucdo, a + bm € Z/pZ). De qualquer forma, temos um corpo.

1.2. Seja f(z) um polindémio de coeficientes racionais, irredutivel em Q. Sendo F' o conjunto dos
polindmios com coeficientes racionais vistos médulo f(z) (ou seja, P(z) = Q(z) (mod f(x)) <—
f(z) | P(x) — Q(z)), determine se F é um corpo.

Solugao: Novamente, é imediato somar, subtrair e multiplicar. Os elementos neutros sao os
polinémios constantes 0 e 1. Entao basta verificar a existéncia de inverso.

Se P nao é divisivel por f entdo mdc(P, f) = 1. Pelo teorema de Bezéut, existem polinémios A e
B com coeficientes racionais tais que

AP+ Bf=1 = AP=1 (mod f),

e o inverso de P é A.

1.3. O que acontece se, no exercicio anterior, trocarmos os coeficientes de Q para Z/pZ? Considere o
caso particular f(x) = 22 + 1 e compare com o exercicio 1.

Solugao: Nao muda nada, mas como a demonstracdo depende do teorema de Bezdut, vale a
pena demonstrar o teorema de Bezoéut. De fato, vamos fazer a demonstragao para polinémios
em qualquer corpo K. Fazemos isso definindo divisao euclidiana. Isso é parte do caminho tipico

divisao euclidiana para fatoracao tinica?:

Divisao euclidiana — Bezdéut — Irredutivel = Primo — Fatoragao tnica

1A demonstragio do teorema de Wilson envolve definir By, = {m,m~ '}, e notar que os tinicos valores de m para os
quais |Bm| =1 sdo m = +1 (mod p).

2Vale ressaltar que nem todo domfnio de fatoragio tinica tem divisdo euclidiana: por exemplo, Q[z,y] ndo tem divisdo
euclidiana mas tem fatoragdo unica.



Primeiro notamos a existéncia de divisao euclidiana: de fato, é sé emular o algoritmo da chave para
polinémios em K, usando a divisao em K. Depois usamos o algoritmo de Euclides para calculo
de mdc: sendo f irredutivel e g nao divisivel por f, se o grau de g é maior ou igual ao de f, ao
dividir g por f obtemos um resto r com grau menor do que o de f, e continuamos com f e r;
ou seja, podemos supor sem perda que dp < Jf. O algoritmo de Euclides gera uma sequéncia

f=r9,9g=r1,72,...,7, de polindbmios tal que
[ =9q +r2
g =T2q2 + T3

To =73q3 + 14

Th—2 = Tn—1qn—1 + Tn

Tn—1 = Tnqn

Entao, substituindo r; = r;_o — r;_1¢;—1 sucessivamente de ¢ = 2 até ¢ = k nos permite obter
polinémios ag, by tais que agf + bpg = 1. Provamos isso por indugao em k. Isso é ébvio para
k>2pois f=rg,g=11¢€ f—qig =ry. Para k > 2, basta notar que rpy = Tp_2 — Tp—1qx—1 €
substituir r,_2 € rp_1.

Em particular, r, = a, f + b,g. Agora, note que r,_ é multiplo de r,, para todo k, por inducao
em k: isso é direto para k =0 epara k =1,epara k > 0, Tk = " (k—1)qn—(k—1) T Tn—(k—2) €
multiplo de r, porque 7,_(x—1) € Tp—(k—2) Sa0 ambos miltiplos de r;, por hipétese de indugao.
(Novamente) em particular, r, é divisor de f e g. Afirmamos que r,, é um mdc de f e g; sendo
d um divisor comum, entao d divide a,f + b,g = r,, ou seja, dd < Or,, e 1, tem que ter grau
méximo. Para provar Bezéut, basta multiplicar por uma constante para obter af +bg = mde(f, g).
O caso f(x) = 2% + 1 s6 faz sentido para p =3 (mod 4), ja que f nao é irredutivel em Z/pZ para
p =1 (mod 4): sendo m a solucio de 22 = —1 (mod p), 2> +1 = 22 —m? = (x + m)(z — m)
(mod p).

Comentario: Apesar de nao ser necessario para o problema, por completude, terminamos o
caminho até fatoracao tnica.

e Bézout — Irredutivel = Primo. Primeiro vamos definir irredutivel e primo. Um elemento

p € irredutivel quando nao é possivel escrever p = ab sendo a e b diferentes de unidades. Bom,
agora a gente precisa definir unidade. Um elemento u é uma unidade quando existe v tal que
uv = 1, em que 1 é o elemento neutro da multiplicacao. Um elemento p é primo quando, para
todos a,b, p| ab < p|aoup|b.
Mostremos que nao irredutiveis ndo sdo primos: se m = ab entdo m | ab mas mta e m1tb,
pois se m | a entdo a = mk e m = mkb <= kb = 1, mas b ndo é unidade. Agora, vamos
provar que se vale Bezdut, irredutiveis sdo primos. Suponha que p é irredutivel, p | ab e pt a.
Temos que provar que p | b. Primeiro mostramos que mdc(p,a) = 1. Se d | p e d | a, entao
p = dk, o que sb é possivel se d ou k é unidade. Se k é unidade, entao k¢ =1, e d = {p, e a
é divisivel por p. Entao d é unidade, e mdc(p,a) = 1. Entao, por Bezdut, existem s e t tais
que as+pt =1 = abs+pbt =b <= b=p(s+bt). Assim, p | b.

e Irredutivel = Primo — Fatoragao tnica. Basta usar a mesma demonstracao do te-
orema fundamental da aritmética, que é indugdo na quantidade de primos: suponha que
m=pip2...Pk = Q1q2-.-q¢. Entdo p1 | q1g2...q¢ = p1 | ¢; para algum i, que implica
q; = up1, em que u ¢ uma unidade. Cortamos p; e ¢; e continuamos.

2 Espacos vetoriais

2.1. Mostre que C é um espago vetorial sobre R. Encontre uma base desse espago vetorial.



Solucao: Esse é s6 um exercicio em definigao: se o, 8 € R e u,v € C, é imediato que au+pv € C.
Uma base é {1,i}, j4 que i ndo pode ser escrito como um numero real vezes 1 e {1,i} gera todos
os numeros a + bi, a,b € R.

2.2. Os polindmios com coeficientes em um corpo K formam um espago vetorial sobre K7 Se sim,
determine sua dimensao.
Solugao: Sim! A demonstragao desse fato é direta: sendo p e ¢ polinémios desse tipo e o, 5 € K,
ap + [Bq é também um polinémio.
A dimensao desse espago vetorial é infinita. Uma base é {z",n € Z>¢}: de fato, ndo é possivel que
z" seja combinacao linear dos outros z’s e essa base gera todos os polinomios, pela definicao de
polinémio.

2.3. Mostre que todas as bases de espagos vetoriais tém a mesma quantidade de elementos.

3.1.

Solugado: Vamos fazer sé o caso finito (o caso infinito tem vérias tecnicalidades que nao valem a
pena). Suponha que B; e Bs sdo bases com |B1| = m < n = |Bs|. Escreva cada elemento v; de Bog
como combinacao linear dos elementos u; de By, ou seja, v; = a;1u1 + @iz + - - + GimUn,. Uma
combinacao linear de v;’s é

n m
T1V1 + oV + - - + 20, = E E Qi Ty

i=1 j=1

Assim, se uma combinacao linear dos v;’s é nula, temos
n
E a;jr, =0, j=12,...,m.
i=1

Como ha m equagdes, n variaveis xi,...,Z,, m < n e o sistema é homogéneo, ele admite uma
solucao nao trivial, e encontramos uma combinacao linear nao trivial de v;’s que é nula, contradi-
zendo a definicdo de base para Bs.

Extensoes de corpos

Nessa secao mostramos que se K C L sao corpos entao L é um espago vetorial sobre K. Prove que
a reciproca nao é verdadeira, ou seja, exiba um exemplo de espago vetorial V' sobre um corpo K
tal que V' nao é um corpo.

Solugao: Polindmios com coeficientes racionais nao formam um corpo. Por exemplo, x nao tem
inverso.

3.2.

Mostre que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + /3) (para obter Q(v/2,v/3), estendemos colocando v/2 e v/3).

Solugao: Temos Q(v2) = {a + bv/2,a,b € Q}; o inverso de a + b/2 é s{f’g{g. Como a,b € Q,
a/b#+2 = a? —2b> #0.
Para obter Q(\ﬁ2\/§), estendemos Q(v/2): Q(v2,v3) = {a + V3,0, 3 € Q(v/2)}. Novamente, o
inverso de a + 3v/3 é g{fgg a/B=m+nV2# V3 para m,n € Q, pois 3 = m? + 2n? + 2mnv/2
nao pode acontecer (m = 0 nao dd e n = 0 também nao). Descompactando, temos
Q(V2,v3) = {a + V3,0, 5 € Q(V2)}
= {a—l—b\/i—i— (c+d\/§)\/§,a,b,c,d € Q}
= {a+b\/§+0\/§+d\/6,a,b,c,d€ Q}




Note que [Q(v'2,v3) : Q] = 4.
Agora calculemos Q(\/ﬁ—&— \/3) Como o polinémio minimal de V24+/3é 2t —1022+1 (verifique!),
sendo v = v/2 + /3, temos

Q(V2+V3) ={a+by+cy’ +dv’a,b,c,d € Q},

e temos [Q(v2 4+ v/3) : Q] = 4.

Como 7 e 7° sao da forma pv2 + ¢v3 e v2 = 5 + 2v/6, podemos escrever todo elemento de Q na
forma a++/2+cv/34dV/6, e como as dimensdes sobre Q sdo as mesmas, Q(v2+v3) = Q(v2,V3).

3.3. Seja p(z) € Z[x] um polindmio monico e irredutivel tal que |p(0)| ndo é quadrado perfeito. Prove
que p(x?) é irredutivel em Q.

Solugdo: Seja n o grau de p. Pelo tltimo exemplo, os fatores irredutiveis de p(z?), que tem grau
2n, sao multiplos de n. Se p(x?) ndo é irredutivel, ele s6 pode ser fatorado como o produto de dois
irredutiveis de grau n, ou seja,

p(z?) = f(z)g(x), Of =dg=n.

Seja @ uma raiz de f; entdo « é raiz de p(z?), e como p(a?) = p((—a)?), —a também é raiz de
p(2?) e é, portanto, raiz de f ou g. Como f é irredutivel, f é minimal de «, e £f(—x) é minimal
de —a. Se —a éraiz de f, f(x) = £f(x), ou seja, f é par ou impar. Como f é irredutivel, e todo
polindémio fmpar tem zero como raiz, f é par, ou seja, f(x) = g(z?) para algum polindémio ¢g. Mas
af q tem grau n/2, e q(a?) = 0. Mas p(a?) = 0 e p é irredutivel de grau n, logo p é minimal de
a?. Isso é uma contradicdo, pois g < dp. Logo —a é raiz de g, e g(x) = £f(—z). Finalmente,
p(z?) = £f(x)f(—x), e temos p(0) = £(£(0))?, ou seja, |p(0)| é quadrado perfeito. Provamos
entao a contrapositiva do enunciado.

4 Grupos

4.1. Seja S a sequeéncia definida por Sy = 4 e Sp41 = S7 — 2 para k > 0. Para n > 2, prove que
M, = 2" — 1 é primo se, e somente se, S,_o é miltiplo de M,,.3

1

Solugao: Comecamos resolvendo a recursao. Seja S = ay+ O%k Entao Sg41 = S,% —-2= ai +=.
d k

. k
Assim, podemos tomar ag1 = a% e temos Sy = ag + % Resolvendo ag + aio = 4 obtemos
«

0
ag =2+ /3, ou seja,
k k
Ske=(2+V3)> +(2- V3.

Primeiro suponha que M, néo é primo e que M, | S,—2. Seja p < /M, um de seus fatores
primos. Trabalhamos em Z/pZ se 3 é residuo quadrético e em Z/pZ[+/3] se nao é. Temos 2 —/3 =
(2+3)"1 e

2n—2 2n—2

=0 (modp) < 2+v3)?¥ =—-2+v3)?"" (mod p)
—= (2+ \/3)2n_1 = -1 (mod p).

2+V3)? 4+ (2-V3)

Logo a ordem de 2 4+ /3 é 2" pois (2 + v/3)2" =1 (mod p) e a ordem precisa ser, desse modo,

poténcia de 2. Pelo teorema de Lagrange, (2 + \/§)p2_1 =1 (mod p) (se estamos em Z/pZ eleve
ap+1). Af 2" divide p? — 1, mas p < /2" — 1 = p? — 1 < 2", absurdo. Logo M,, é primo.

3Retirado do livro Primos de Mersenne (e outros primos muito grandes), de Carlos Gustavo T. A. Moreira (Gugu), e
Nicolau C. Saldanha



Para o outro lado, suponha que M, é primo. Note que, da reciprocidade quadratica ( ]\3 ) =

(—1)%% (%) = —1-1=—1, pois n é {mpar, o que implica M, = 2" —1 =1 (mod 3). Logo
7./M,Z[v/3] é um corpo de ordem M?2.

Queremos mostrar que (2 + \/§)2n72 +(2- \/3)27172 = 0 (mod M,), o que é equivalente a (2 +
\/5)2“1 = —1 (mod M,). Isso, por sua vez, é equivalente a mostrar que a ordem de 2+ /3 é 27.

2
Agora, 2+ /3 = (#) . Pelo sonho de todo estudante, e usando o critério de Euler, que diz
que —1 = ( 3 ) = 3" (mod M,),

M,

2" Mp+1 Mp—1
ne1 1++3 1++/3 14375 V3 1+V3
(2 + \/5)2 = ( 5 ) = < B ) = 2M” . 5 (HlOd Mn)
1-— 1
= 2\/5 . +2\/§ =-1 (mod M,).

Portanto a ordem de 2 + /3 é 2", pelo mesmo argumento que a reciproca, e o resultado segue.

4.2.

(OBM 2017) Seja a inteiro positivo e p um divisor primo de a® — 3a + 1 com p # 3. Prove que p é
da forma 9k 4+ 1 ou 9%k — 1, sendo k inteiro.
Solugao: Sejaa=x+ % em Z/pZ. Entao

20+ 2% +1 B z?—1
x3 s oa3(ad 1)

. 1 1 1 1
a33a+1x3+3+3x~<x+)3(m+)+1
x x x x

Vendo médulo p, temos p | a® —3a+1 <= 2% =1 (mod p). Note que z° # 1 (mod p) pois isso
implicaria a® —3a+1=1+1+1=3 (mod p), e p # 3. Portanto a ordem de x médulo p é 9.
A questdo é que nem sempre existe z médulo p, ou seja, z+x ! = a (mod p) pode nao ter solucio.

Se existe x, o problema acabou pois 9 | p— 1. Se néo existe, estendemos Z/pZ para Z/pZ[z]. Nesse
caso, como z +x 1 =a (mod p) < 2% —azr+1=0 (mod p),

Z/pZ[z) = {a + bx,a,b € Z/pZ}.

Agora, note que k+¢x = m+nz (mod p) <= k—m = (n—{)z (mod p). Como x ¢ Z/pZ,n = ¢
(mod p) e, consequentemente, k = m (mod p). Como x? — ax + 1 é irredutivel, a + bx tem inverso
médulo 2% — az + 1, e portanto médulo p também. Entdo Z/pZ[x] é um corpo com p? elementos,
e temos 2?1 = 1 (mod p), de modo que 9 | p?> — 1. Como mde(p—1,p+1) =2,9|p—1ou
9| p+1, e o resultado segue.

4.3.

(IMO Shortlist 2003) A sequéncia ag,ay,... é definido por ap = 2, ax41 = 2a; — 1 para k > 0.
Prove que se um primo fmpar p divide a,, entao 273 divide p? — 1.

Solugao: Esse problema é bem parecido com o do M,,, entao s6 colocarei os “checkpoints” da
solugao.

e Primeiro encontre

ar = % ((2 +V3)¥ +(2- \/5)2") .

e Depois trabalhe em Z/pZ[/3]; de fato, a conta é bem fécil:

on+1

24+V3)? = -2+V3)™¥ (modp) <= (2+V3) =-1 (mod p),

e a ordem de 2 + /3 é 2712 e 272 | p? — 1 pelo teorema de Lagrange. Quase!



2
e Para acabar, basta notar que 2 + /3 = (%) . Qual é a ordem de 1"'2—\/5?

4.4. (IMO Shortlist 2004) Seja k um inteiro fixado maior do que 1, e defina m = 4k? — 5. Prove que
existem inteiros positivos a e b tais que a sequéncia (xy) definida por

ro=a, x1=0>b, Tpnyo=2=Tpi1+xn,n=0,1,2,...

tem todos os seus termos primos com m.

Solugao: Nesse caso, 4k? = 5 (mod m), de modo que 5 é residuo quadratico médulo qualquer

primo divisor de m. Sendo ¢ = % e =—¢ ! as raizes de 22 =z + 1,
Tn = ad” + By,
e basta escolher « e § de modo que z,, nunca é zero médulo p. Como ¢ =0 (mod p) < VE=—-1

(mod p) = 1=5 (mod p), o que nao é possivel,
£, =0 (modp) <= a¢®" +B(¢y)" =0 (modp) <= a¢® +B(-1)" =0 (mod p).

Entao basta tomar, digamos, « =0 (mod p) e S =1 (mod p). E claro que, ao escolhermos « e 3,
usamos /5. Sendo mais especifico: resolvendo zg = a e xy = b obtemos a = 1 (modp)eb=7
(mod p), sendo ¥ uma solucdo da congruéncia 2 = x + 1 (mod p). Por exemplo, para p = 11,

uma solugao é 1) =8 (82 =64 =9 =8+ 1 (mod 11)), e escolhemos a =1 e b = 8.

De fato, a partir da escolha da solugao anterior da para encontrar uma solugao bem curta:

Solugao: Sendo 5 residuo quadrédtico médulo qualquer primo p que divide m, como p # 2 temos
que ¢ = % existe médulo p e podemos escolher a = 1 e b = ¢ mod p, e af z,, = ¢™ (mod p),
que nunca é zero.

Comentario: Em tempo: se 5 nao é residuo quadratico, pode ocorrer de existir a sequéncia ou
nao. Um programa de computador foi utilizado para testar todos os primos até 2017; entre os que
nao tém 5 como residuo quadratico, os resultados sao:

e Nimeros que dao certo: 13, 17, 37, 47, 53, 73, 97, 107, 113, 137, 157, 173, 193, 197, 233, 257
263, 277, 293, 307, 313, 317, 337, 347, 353, 373, 397, 433, 457, 557, 563, 577, 593, 613, 617
653, 673, 677, 733, 743, 757, 773, 797, 853, 857, 877, 937, 953, 967, 977, 997, 1013, 1033, 1087,
1093, 1097, 1103, 1117, 1153, 1193, 1213, 1217, 1223, 1237, 1277, 1297, 1307, 1373, 1427
1433, 1453, 1483, 1493, 1523, 1553, 1597, 1613, 1637, 1657, 1693, 1697, 1733, 1753, 1777
1823, 1873, 1877, 1913, 1933, 1973, 1993, 1997, 2017.

e Nimeros que nio dio certo: 3, 7, 23, 43, 67, 83, 103, 127, 163, 167, 223, 227, 283, 367, 383
443, 463, 467, 487, 503, 523, 547, 587, 607, 643, 647, 683, 727, 787, 823, 827, 863, 883, 887
907, 947, 983, 1063, 1123, 1163, 1283, 1303, 1327, 1367, 1423, 1447, 1487, 1543, 1567, 1583
1607, 1627, 1663, 1667, 1723, 1747, 1783, 1787, 1847, 1867, 1907, 1987, 2003



