Circunferencias tangentes entre si
e o Lema da estrela da morte

Semana Olimpica/2018 - Nivel 2

Prof. Armando Barbosa

Maceio, 25 de janeiro de 2018

Em algumas questoes de olimpiada de matematica, aparecem questoes que envolvam ou pegam
para demonstrar que duas circeunferéncias sao tangentes. O objetivo desse material serd apresentar
ideas que possam auxiliar o aluno a resolver questoes com tal assunto. Basicamente, ha duas formas
de provar que duas circunferéncias sao tangentes: usando os centros ou usando a reta tangente em
comum. Nesse material, veremos cada uma delas.

Sobre circunferéncias tangentes entre si, hd um lema conhecido bastante conhecido que cai com

alguma frequéncia: o lema da estrela da morte. Aproveitaremos esse material para apresentar tal
lema.

Dessa forma, para alcancar os objetivos desse material, ele esta dividido nas seguintes secoes:

1. Provando que duas circunferéncias sao tangentes entre si usando os centros
2. Provando que duas circunferéncias sao tangentes entre si usando a reta tangente em comum
3. Lema da estrela da morte

4. Mais exercicios

Antes de seguir, vamos deixar registrado que adotaremos a notagao: (ABC') para se referir a

circunferéncia que passa pelos pontos A, B e (', ou seja, a circunferéncia circunscrita do triangulo
ANABC.

Sem mais delongas, vamos ao que interessa.

1 Provando que duas circunferéncias sao tangentes entre si
usando os centros

A primeira forma para provar a tangéncia entre duas circunferéncias é usando os centros delas.
Neste caso, a ideia principal é que:

Duas circunferéncias sao tangentes < os centros delas sao colineares com o ponto de
intersecao delas.

Para entender melhor a ideia, observemos o desenho a seguir:



X .
A prova do fato acima é simples: uma vez que as circunferéncias sao tangentes entre si, entao ha
somente um ponto X pertencente a ambas. A reta tangente pelo ponto X forma angulo de 90° com
as retas que ligam P a cada um dos centros, podendo entao concluir que essas retas sao, na verdade,

a mesma reta.
Continuando nossos estudos, vejamos uma aplicagao dessa ideia.

Problema 1 (México/2016) Sejam I'; e I's duas circunferéncias tangentes externamente no ponto
S de tal forma que o raio de I's é o triplo do raio de I';. Seja ¢ uma reta tangente a I'y
no ponto P # S e a I'y no ponto Q # S. Seja T um ponto em 'y tal que QT é diametro de
I's. Seja R o ponto onde a bissetriz interna do ZSQT encontra o segmento ST'. Prove que QR = RT.

Solucao: Sejam Oy, O, 1 e ry 0s centros de I'y e I'2 e os raios de I'; e I'y, respectivamente. Pelos
dados do enunciado, temos que: ry = 3.

Conforme vimos nessa secao, S é colinear com O; e Oy. Seja A o ponto de encontro de ¢ com O,
e Oy. Seja M # S o segundo ponto de encontro de 010, e I'y. Facamos um desenho para analisar o
problema.

Dai, notemos que O1P || O2Q), pois ambos sdo perpendiculares a . Por consequéncia, temos que
LAOP = ZAO5Q. Com isso, podemos concluir que:

LAOP = ZAO-Q = PM = QS = 2- LZAPM =2 - ZAQS
= LAPM = LAQS = PM | QS = AAPM ~ AAQS
AM AS AM PM 1 T 15

PM QS AS QS r 3

Além disso, sabemos que AS = AM + 2r;. Dai, temos que:



3-AM = AS = AM + 2r; = 2AM = 2r; = AM =1, e |AS = 3r; = ry

Como SOy = 1, = AS, entdo podemos concluir que QS ¢é mediana da hipotenusa do triangulo
retangulo AQO,. Portanto, podemos concluir que:

ry = 505 = 0,0 = QS = ] ASO5Q é equildtero \:»
60°

QR é bissetriz do angulo ZSQ0, = | ZRQT = = 30°

60°
= 30°

SQ =60° = |LRTQ =

30° = ZRQT = ZRT(Q = ARQT é isésceles em R = |QR = RT

T

Um aluno observador pode perceber que os pontos P, S e T sao colineares. Para treinar um
pouco, deixemos esse exericio como tarefa:

Problema 2 Na questao anterior, prove que os pontos P, S e T sao colineares.

A colinearidade entre os centros e os pontos de tangéncia gera outros resultados tteis. Por
exemplo, o ponto A na solucao apresentada é o centro da uma homotetia que leva I'y em I's. No
entanto, ha questoes em que provar essa colinearidade é bem dificil. Nestes casos, podemos optar
pela segunda forma de provar a tangéncia entre circurnferéncias, através de uma reta ”esperta’e
marcacao de angulos. Esse assunto é o tema da proxima secao.



2 Provando que duas circunferéncias sao tangentes entre si
usando a reta tangente em comum

A segunda forma para provar a tangéncia entre duas circunferéncias é usando a reta tangente
em comum. Neste caso, a ideia principal é que:

Duas circunferéncias sao tangentes < ha uma reta tangente a ambas por um mesmo ponto.

Para entender melhor, observemos o desenho a seguir:

A prova do fato acima é simples: se duas circunferéncias sao tangentes entre si, entao ha exa-
tamente um ponto X que pertence a ambas. A tangente que passa por este ponto X a uma das
circunferéncias serd, portanto, tangente também a outra.

Avancando nossos estudos, vejamos uma aplicacao dessa ideia.

Problema 3 (OBM/2015 - N2) Seja ABC'D um quadrildtero convexo. As retas AB e C'D cortam-se
em F e as retas BC' e AD cortam-se em F. Sejam P e () os pés das perpendiculares de E sobre as
retas AD e BC, respectivamente, e sejam R e S os pés das perpendiculares de F' sobre as retas AB
e C'D, respectivamente. As retas FR e F'S cortam-se em 7.

a) Mostre que hd uma circunferéncia que passa pelos pontos E, F, P, Q, Re S.
b) Prove que (RST) é tangente a (QRDB).
Solucao:

a) Fazendo um bom desenho, temos que




Dai, notemos que:

/FSE=/FPFE =/FRFE =/ZFQF = 90°

Dai, podemos concluir que a circunferéncia de diametro E'F' passa pelos pontos E, F', P, (), R e
S, concluindo assim esse item.

Como queremos provar a tangeéncia entre duas circunferéncias que passam por R, entao basta
provar que ha uma reta que passa por R que é tangente a ambas. Analisando novamente o
desenho (aqui, vale ressaltar a importancia de um bom desenho), podemos conjecturar (termo
matemaético elegante para ”chutar”) que essa reta é a reta que conecta R ao ponto médio de EF
que é o centro da circunferéncia do item anterior. Dai, provemos isso em forma de lema:

Lema: Sendo M o ponto médio da reta EF, temos que a reta RM é tangente as circunferéncias
(RST) e (QRB).

Prova: Melhorando o desenho do item anterior, conectando R e M, temos que:

Seja ZRTS = «a. Nosso objetivo serd provar que ZM RS = «, pois isso implicaria que ZM RS
seria angulo de segmento e, por consequéncia, RM seria tangente a (RST).

Pelo triangulo T'SFE, temos que ZSET = ZSER = 90° — « e, por consequéncia, podemos concluir
que RS =2-(90° — a).

Ligando M S, temos que o triangulo AM RS é isésceles em M. Dali, podemos concluir que:

/SMR=TRS =180 — 200 = ZMSR = ZMRS = = - (180 — 2a)

N | —

=|ZMRS = a = /RTS|

Logo, RM ¢ tangente a (RST).



Para provar que RM é tangente a ((QRB) é mais simples ainda: analogamente, basta provar que
/RQB = /ZBRM.

Sendo f = ZRQ B, temos que:

/RQB = /ZRQF = j3
RQEF é ciclico = /ZRQF = /REF = /REM =
AREM é iséscelesem R= /REM = /ERM = //BRM = 8 = angleRQB

Portanto, RM é tangente a (QRB) e, como RM também ¢é tangente a (RST), entao tais circun-
feréncias sao tangentes entre si, sendo RM a tangente comum entre ambas.

Notemos que, na questao anterior, trabalhar com os centros de (RST) e (QRB) seria bem com-
plicado, enquanto na questao inicial, analisar a reta tangente em comum nao facilitaria muito.

Para se familiarizar mais com o tema, vejamos o famoso lema da estrela da morte.



3 Lema da estrela da morte

Uma aplicagao classica de circulos tangentes internamente entre si é o lema da estrela da morte.
Vejamos tal lema e sua respectiva demonstragao.

Lema: (Estrela da morte) Dadas duas circunferéncias tangentes internamente entre si em A.
seja. BC' uma corda da maior circunferéncia tangente a menor no ponto D. Entao, temos que

LBAD = ZCAD.

Prova: Seja X o ponto de encontro do prolongamento de AD por D a circunferéncia grande. Seja
E o ponto de intersecao de AB com a circunferéncia menor. Facamos um bom desenho:

Seja o 0 angulo de segmento formado pela tangente que passa por A, em relagdo ao AB. Dali,
temos que:

/EDA=/BXA=a=|DE| XB

Seja 8 = ZBAD. Dai, temos que:

BD ¢ tangente = ZEDB =pj3
DE || XB= /EDB=/DBX = /ZCBX =0

ABXC ¢ ciclico = ZCBX = ZCAX =|/CAD = = ZBAD|

Sobre o mesmo lema, ha uma prova mais imediata usando homotetia que serd apresentada a
seguir:

Prova: (Com homotetia) Comecemos por um bom desenho:
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Liguemos o ponto A aos pontos B, C' e D. Sejam E e F' os pontos de intersecao de AB e AC
com a circunferéncia menor, respectivamente.

Por homotetia, sabemos que A é o centro de homotetia H que leva a circunferéncia pequena na
grande. Essa homotetia leva EF no segmento BC e, por isso, temos que EF || BC. Dai, analisando
a circunferéncia menor, podemos concluir que:

EF | BC = DE = DF = /EAD = /FAD = |/BAD = ZCAD|

Conclusao

Conforme vimos ao longo desse material, ha basicamente duas formas de provar que duas circun-
feréncias sao tangentes entre si. Podemos, a titulo ilustrativo fazer uma tabela comparando as duas
formas.

Forma 1 (usando centros) Forma 2 (usando reta tangente)
¢
O
¢
01, X, Oy colineares reta ¢ que gera os angulos bons
Dificuldade principal: trabalhar colinearidade || Dificuldade principal: saber quem é a
com centro pode ser dificil reta ¢ que resolve
Forma menos comum Forma mais comum

Em outros materiais mais avangados de geometria, podemos encontrar outras ideias que podem
ser aplicadas a circunferéncias tangentes entre si como, por exemplo, inversao.



4 Mais exercicios

Problema 4 (Balkan/2012) Sejam A, B e C pontos numa circunferéncia I' de centro O, tais que
ZABC > 90°. Seja D o ponto de intersecao da reta AB com a reta, perpendicular a AC, que passa
por C. Seja ¢ a reta que passa por D e é perpendicular a AO. Seja F o ponto de intersegao de ¢
com a reta AC. Seja F' a intersecao de ¢ com I', que fica entre D e E. Prove que os circuncirculos
dos triangulos BFE e CFD sao tangentes em F'.

Problema 5 (Bielorissia/2016) Seja P o ponto onde o A-exincirculo wa do triangulo ABC' toca o
lado BC'. Sejam I e Iy os centros do A-exincirculos em relacao aos triangulos AABP e ANACP,
respectivamente. Prove que ([;15P) é tangente a w4.

Problema 6 (Cone Sul/TST - 2017) Seja k o circuncirculo do triangulo ABC' e D um ponto sobre o
arco AB que nao contém C'. Sejam [4 e Ig os incentros dos triangulos ADC' e BDC', respectivamente.
Prove que (I415C) é tangente a k se, e somente se,

AD AC+CD
BD BC+CD

Problema 7 (Ira/TST - 2017) No triangulo ABC, P e ) sdo pontos do lado BC' tais que BP = CQ
e P estd entre B e Q. Sejam {A, E} = ABN(APQ) e {A, F} = ACN(APQ). Seja T = EPN FQ.
Duas retas que passam pelo ponto médio de BC' e sao paralelas a AB e AC', interscetam EP e F'()
em X e Y respectivamente. Prove que (APQ) e (TXY) sdo tangentes entre si.

Problema 8 (Sérvia/2016) Seja O o circuncentro do AABC. A tangente t ao circuncirculo do
ABOC encontra os lados AB e AC nos pontos D # A e # A. O ponto A’ é a reflexdo do ponto A

em relacao a reta t. Prove que os circuncirculos dos triangulos A’DE e ABC' sao tangentes entre si.

Problema 9 (Ira/2004) e (Bésnia/TST - 2017) O incirculo do tridangulo ABC' toca AB e AC nos
pontos P e (), respectivamente. A reta P() encontra as retas BI e C'I nos pontos K e L, respecti-
vamente. Prove que (ILK) é tangente a w4 se, e somente se, AB + AC' = 3BC.

4.1 Exercicios sobre estrela da morte

Problema 10 Duas circunferéncias sao tangentes internamente entre si no ponto A. Uma secante
intersecta as circunferéncias nos pontos M, N, P e (), nessa ordem. Prove que ZMAP = ZNAQ.

Problema 11 (Roménia/TST - 2013) As circunferéncias I' e w sdo tangentes internamente entre si
no ponto P, com w dentro de I'. Uma corda AB de I' é tangente a w no ponto C'. A reta PC
encontra novamente I' no ponto ). As cordas QR e QS de I' sdo tangentes a w. Sejam I, X e Y os
incentros dos triangulos APB, ARB e ASB, respectivamente. Prove que ZPXI + ZPY I = 90°.

Problema 12 (Cone Sul/Lista - 2014) Seja k o circulo inscrito de um tridngulo nao isdsceles
AABC e seja I o centro de k. O circulo k toca os lados BC, C'A e AB nos pontos P, Q e R,
respectivamente. A reta QR encontra BC no ponto M. Considere um circulo k' que contém os
pontos B e C' e seja N a intersecao de k e k’. O circuncirculo do triangulo M N P intersecta a reta
AP no ponto L, diferente de P. Prove que os pontos I, L e M sio colineares.




