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Vamos estudar algumas desigualdades classicas, como as desigualdades entre as
médias aritmética e geométrica, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, dentre outras. Para isso,
precisamos estar familiarizados com algumas propriedades béasicas que dizem respeito as
desigualdades entre nimeros reais. Dentre estas propriedades, é fundamental que entendamos
as seguintes:

Proposicdo 1 Se x é um nimero real ent&o x* > 0, com igualdade ocorrendo quando x = 0. De
um modo geral, Se X1, Xo, ..., X, S30 NUMeros reais entdo x;° + X, +...+ X,> > 0, com igualdade
ocorrendo se, e somente S, X3 = Xz = ... =X, = 0.

Proposicéo 2 Considere a funcéo do segundo grau f(x) = ax? + bx + ¢, com a > 0. Definindo A
= b® — 4ac, entéo f(x) > 0, para todo real x se, e somente se, A < 0. Se A = 0, entdo existe um
anico real A tal que f(A) = 0.

Destas proposicdes, decorrem outras desigualdades, bastante comuns, como veremos.

Problema 1 Sejam a, b e ¢ nlmeros reais. Mostre que a> + b? + ¢ > ab + bc + ca, com
igualdade ocorrendo se, e somente se, a=b =c.

Solucéo:
Usando que (a — b)? = a? — 2ab + b? a desigualdade dada reduz-se a
(@a-b?+(b-c)+(c-a)}=0

Ora, esta ultima desigualdade é sempre verdadeira e a igualdade ocorre se, e somente
se,a—b=b-c=c-a=0, ouseja, quando a = b = ¢, como queriamos mostrar.

Uma observacdo importante que devemos fazer é que escrevendo (a — b)? > 0, segue-

2 2
se que a® — 2ab + b® > 0, ou ainda, % > ab (*), com igualdade quando a = b. Este é um

resultado bastante simples e que sera generalizado mais adiante.

Se a e b forem positivos, podemos ainda escrever a=+x, para algum real x e
b= \/V para algum real y. De (*), segue-se que para quaisquer X,y >0,

2>y

2

com igualdade ocorrendo se, e somente se, X =Y.
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Problema 2 Sejam a, b e c reais positivos. Mostre que (a + b)(b + c)(c + a) > 8abc.
Solugéo:

Basta observar que a+b> 2.Jab,b+c=2vbc e c+a>24ca. Multiplicando estas
trés desigualdades chegamos a desigualdade desejada.

Problema 3 (Olimpiada Nérdica) Determine todos os X, y, z reais maiores que 1 tais que

X+Yy+2+ 3 433 =2(VX+2+,y+2+z2+2)
x-1 y-1 z-1

Solucgéo:

Escrevemos

Xt = (X=D) + (L4 —) = (k=D + X250 x—1). X2 o x+2
x—1 x—1 x—1 x—1

™

ou, de modo simplificado,
x+i12 2+x+2 (1).
X_

Analogamente, descobrimos que
y+i12 2,y +2 (2)
y —

e que

z+i122\/z+2.(3)
Z_

Finalmente, somando estas trés ultimas desigualdades obtemos

X+Yy+2z+ 3 L 3.3 > 2(VX+2+Jy+2+2+2) (*¥).
x-1 y-1 z-1

Como a igualdade ocorre em (**), deve ocorrer também em (1), (2) e (3). Para que a
igualdade ocorra em (1), por exemplo, deve ocorrer também em (*), o que nos da

x—lzii X2 —3x+1=0. Como x > 1, devemos ter x = 3+2“ 13. Analogamente,
X_

3++/13
devemoster y=2z = ,
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A Desigualdade entre as médias Aritmética e Geométrica

Definicdo 1 Sejam ay, ay, ..., a, humeros reais positivos. Define-se a Média Aritmética (MA) e
a Média Geométrica (MG) de ay, ay,..., a, da seguinte forma:

a, +a, +..+a,
n

MA =

e MG = Yaa,..a, .

Teorema 1 Se ay, ay,..., @, Sa0 reais positivos, n > 2, entdo MA > MG, ou seja,

a,+a, +..+a
L2 " >n/aa,..a, ,

n

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a; = a, =...= a,. Em outras palavras, a Média
Aritmética de n nimeros reais positivos € maior que ou igual a Média Geométrica, com
igualdade somente quando todos os nimeros forem iguais.

Demonstracéo:

Faremos uma demonstragdo por indugédo sobre n, da seguinte maneira: se o0 teorema
for valido para quaisquer n reais positivos, mostraremos que é valido também para quaisquer
2n reais positivos. Depois mostraremos que se € valido para quaisquer n reais positivos entao
é valido também para quaisquer n — 1 reais positivos. Dessa forma, percorreremos todos 0s
ndmeros naturais e a inducéo ficara completa.

, 4, +a : )
Paran = 2, o teorema nos da % > /a;a, , com igualdade se, e s6 se, a; = a,. 1SS0
ja foi provado.
Agora, suponha que o teorema seja valido para quaisquer n nimeros reais positivos

(Hipotese de Inducdo). Vamos mostrar que para quaisquer 2n reais positivos o teorema
continua valido. De fato, considere 0s reais positivos aj, ay,..., @n, an+1,..., dzn. TEMOS

(al+...+anj+(an+l+...+a2nj
(8 +..+8y) + (@pyg +oet ) n n . nfay..a, +8an,,. 8y, N
2n 2 - 2 B

> Jq/al...an 0@y, 8oy = 2ay..8,8,,.-8y, , COMO queriamos mostrar.

Agora mostraremos que se o0 teorema é valido para um dado natural n entdo e valido
também paran — 1.
a +a,+..+a,4

Considere os n — 1 reais positivos a;, ay,..., a, - 1 € defina a, = 1
n_

Dessa forma temos
A tayt..tagy  agt+a,+..+a, +a,
n-1 n '

n

Como o teorema vale para quaisquer n reais positivos (Hipotese de Inducéo), entdo
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a, +a, +.+a
a, =+—2 " >1faa,..a, .

n

Simplificando, obtemos a, > "Ya,a,...a,; . Logo, pela defini¢éo de a,, segue-se que

a, +a, +..+a
1= "L > ndaa,..a,

n-1

e o0 teorema € valido também paran — 1.

Falta apenas mostrar que a igualdade ocorre, em ambos 0s casos, somente quando
todos os numeros forem iguais. 1sso sera deixado como exercicio.

Problema 4 Se a, b e ¢ sdo reais positivos tais que a + b + ¢ = 1, mostre que
P= (l+ Ej(l-F 1j[lJr 1) >64.
a b c

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade, obtemos

1 1 1 1 1 1 1
P=1+|—+—+—|+| —F+—+— |+ ——.
(a b cj (ab bc caj abc

Usando que MA > MG, temos:

Solucgéo:

Fazendo 3 /i =(, Segue que 1 + 1 + 1 > 3q . Da mesma forma,
abc a b c

1 1 1

ab bc ca., 1 _ 2
3 “Vatpre? 1

e usando que i =q?*, em (*) ficamos com

P>1+3q+3g°+q°=(1+q)’

Finalmente, usando que a + b + ¢ = 1, segue que

1_a+b+c ampc=t. g3
3 3 q

Logo, em (**), concluimos que P > (1 + 3)* = 64, como queriamos mostrar.
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A Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 2 Sejam aj, ay,..., an, b1, ba,..., b, reais dados (ndo necessariamente positivos), ndo
todos nulos (n > 1). Entdo

jayby +..+a b, < a2+ .+ a2 b2+ ..+ b2

Além disso, teremos a igualdade se, e somente se, 0s a; e 0s b; forem proporcionais,
I.e., se, e somente se, existir um real positivo A tal que b; = A.a;, para todo i.

Demosntracéo:

Considere a seguinte funcdo do segundo grau
f(x) = (a,x—b;)? +(ay,x—b,)? +..+(a,x—h,)?,
que podemos escrever como
f(X) = (a7 +a) +..+a2)x> —2(al, +ab, +...+a,b,)x+ (b +b2 +..+b})

Observe que f(x) > 0 para todo real x, visto que f se escreve como a soma de
quadrados, de modo que A <0, isto &,

4(ajb, +a,b, +..+a,b,)* —4(af +ai +..+a’)(b? +bs +..+b2) <0.

Cancelando o fator 4 e extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, chegamos na
desigualdade de Cauchy:

| agby +a,0, +..+ab, [< /(a2 +aZ +..+a2) (b +bZ +..+b?).

Examinemos agora a igualdade. Se houver igualdade, quer dizer, se for A=0, entdo o
trinbmio tem uma raiz real A:

(a,A—by)? +(ah—b,)? +..+(a,A—b,)? =0

Dessa forma todos os parénteses devem ser nulos, i.e., b; = A.a;, para todo i. Entdo, a
igualdade deve ocorrer quando os a; forem diretamente proporcionais aos b;. E evidente que
se eles forem proporcionais a igualdade ocorre.

a’Z+as +.+a’ .

Corolario 1 Dados n reais positivos ai, ay,..., a,, temos _(
n

2
a, +a, +..+a,
n )
com igualdade se, e somente se, a; = a, =...=a.

Demonstracao:

Faca b; = b, =...= b, = 1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade ocorre se, e
somente se, a; = A, paraj =1, 2..., n.
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Problemas Propostos

1. Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo. Mostre que a funcéo
f(x) = b3 + (b* + ¢ — a%).x + ¢

é positiva, para todo real x.

2. (Olimpiada do Cone Sul — 1994) Seja p um real positivo dado. Achar o minimo valor de
x® + y® sabendo que x e y s30 nlimeros reais positivos tais que xy.(x + ) = p.

3. Se a e b sdo reais positivos tais que a + b = 1, prove que ab? < 21'7 e determine quando

ocorre a igualdade.

4. Mostrequesea,b>0ea+b=1, entdo

2 2
(a+1) +(b+1j zé :
a b 2
5. (Selecdo para a Cone Sul — 1998) Sejam X, y reais positivos satisfazendo x* + xy + y* > 3.
Prove que pelo menos um dos ndmeros x? + xy e y* + xy é maior que 2.

6. Mostre que se a, b e ¢ séo reais positivos entdo

a b C
+ +
b+c c+a a+b

3
>—.
2

7.Sea, b, c, deesdonimeros reaistaisquea+b+c+d+e=8ea’+b?+c?+d?+e?=
16, determine o maximo valor de e.

8. (Olimpiada Rioplatense — 98) Sejam a, b, ¢ nimeros reais positivos tais que a + b + ¢ = 1.
Mostre que

a’+b” b'+c¢’ c¢’'+a’
5 5+ 5 5+ 5 5
a’+b b°>+c c’+a

=3
3

9. Seja P um ponto no interior de um triangulo e sejam h,, hy € h; as distancias de P aos lados

. . a b c .
a, b e c, respectivamente. Mostre que o valor minimo de — +—+— ocorre quando P é o
a b c

incentro do triangulo ABC.

10. (Torneio das Cidades — 94) Prove que para quaisquer reais positivos a;, ay,..., a, vale a

desigualdade
2 2 2
[H"LJ[“%},{H al Jz A+a)1+a,)..(A+a,).
a




