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Comecamos com um problema de Geometria Euclidiana:
Problema Inicial:

As tangentes a uma circunferéncia de centro O, tragadas por um ponto exterior C,
tocam a circunferéncia nos pontos A e B. Seja S um ponto qualquer da circunferéncia. As retas

ﬁ@ e % cortam o didmetro perpendicular a CE nos pontos A', B' e C

respectivamente.

Prove que C' é 0 ponto médio de A'B".

Encorajamos o leitor a resolver este problema utilizando métodos da Geometria Euclidiana,
antes de prosseguir.

Nossa principal meta é desenvolver ferramentas da Geometria Projetiva que nos permitam
resolver este e outros problemas similares de forma direta e natural.

1. POLARIDADE

Dada uma circunferéncia y, de centro O e raio R, vamos criar uma associagao entre
pontos e retas do plano, da seguinte maneira: Para cada ponto A distinto de O, seja A' 0 ponto

da semi-reta OA tal que OAxOA'=R?. (A' é chamado inverso de A em relacdo a . A
transformacdo A — A' é ainversdo relativaa y ). Seja a a reta perpendicular a OA passando
por A'. Dizemos que a é a reta polar de A em relagéo a , e que A é 0 polo de a em relagdo a
Y.

A transformacdo do plano que leva cada ponto em sua polar e cada reta em seu pélo é
chamada de polaridade. Para simplificar a notagcdo, usaremos a mesma letra para designar um
ponto (maidscula) e sua polar (minuscula).

Teorema 1: Sejam A e B dois pontos do plano, a e b suas respectivas polares. Se
B € a, entdo A e b. Neste caso, dizemos que A e B sdo conjugados.



Assim, se imaginarmos o ponto B variando ao longo da reta a, sua polar, b, variara ao longo

Considere um ponto B € a.

Seja B' € OB tal que AB' L OB. Os
triangulos OAB' e OBA' sdo retangulos e tém
um angulo comum (AOB'=BOA'), logo
séo semelhantes. Assim,

OA_OB . 0BxOB'=0AxOA=R’.
OB OA

Logo B'é o inverso de B, de onde AB'=be
Aeh.

do feixe de retas que passam pelo ponto A.

Diremos que um ponto e uma reta sdo incidentes quando o ponto pertence a reta, 0 que é o

mesmo que dizer que a reta passa pelo ponto.
A polaridade, portanto, € uma transformacao que preserva incidéncias.

Exercicio 1: Se um ponto é conjugado a si mesmo, entdo ele pertence a circunferéncia e sua

polar é a tangente a circunferéncia por ele.

Este resultado nos permite desenvolver a seguinte construgéo para a reta polar de um ponto A
exterior a circunferéncia:

Exercicio 2: Se A é exterior a circunferéncia, sejam B e C os pontos de contato das duas

tangentes a circunferéncia tragadas por A. A reta BCéa polar de A.

2. 0 PLANO PROJETIVO

A polaridade definida anteriormente sugere que pontos e retas tém comportamentos
parecidos em relacdo a incidéncia. Ha algumas falhas, porém. A transformacdo ndo esta
definida para o ponto O, centro da circunferéncia, nem tampouco para as retas que passam por

0.

Solugao:
Como A pertence as polares de B e C, entdo

B e C pertencem a polar de A. Logo a = BC



Podemos resolver este problema ampliando o plano euclidiano, acrescentando-lhe
uma nova reta que chamaremos de "reta do infinito"”, que representaremos por o. Esta nova
reta sera a polar do ponto O.

Formalmente, os pontos da nova reta do infinito estdo em correspondéncia biunivoca
com os feixes de retas paralelas no plano euclidiano.

Vejamos como a polaridade nos leva naturalmente a esta defini¢do para os pontos do
infinito.

Por exemplo, vamos identificar o pdlo de uma reta r que passa por O. Sejam A e B 0s
pontos de contato de r com a circunferéncia. Como A e B estdo sobre a reta r, suas retas
polares a e b passam pelo p6lo R. Logo R é o ponto de encontro das duas retas a e b, que no
plano Euclidiano seriam paralelas. De fato, a reta polar de qualquer ponto de r sera
perpendicular a r no plano euclidiano. Estas retas passam a ser, no plano projetivo, um feixe
de retas concorrentes (no ponto do infinito R).

Esta é a maneira de trabalhar com a reta do infinito: cada um de seus pontos
corresponde a um Unico feixe de retas paralelas no plano euclidiano. E vice-versa: a cada
feixe de retas paralelas no plano euclidiano corresponde um Gnico ponto da reta do infinito.

3. 0 PRINCIPIO DA DUALIDADE

Os pontos e retas do plano projetivo tém exatamente 0 mesmo comportamento em
relacdo a incidéncia. Assim, qualquer propriedade envolvendo pontos, retas e incidéncia
permenece valida ao trocarmos pontos por retas e retas por pontos. A nova propriedade assim
obtida é denominada "dual™ da primeira.

Em outras palavras, para todo teorema da Geometria Projetiva recebemos outro
gratis, oferecido pelo Principio da Dualidade. Basta trocar a palavra "ponto” pela palavra
"reta” e vice versa.

Exemplos:
Propriedade Dual

Dada uma reta, sempre existe um | Dado um ponto, sempre existe uma reta
ponto nado incidente a ela. ndo incidente a ele.

Cada reta é incidente a pelo menos | Cada ponto € incidente a pelo menos trés
trés pontos distintos. retas distintas.

Dois pontos distintos determinam | Duas retas distintas determinam um Gnico



uma Unica reta a eles incidente. ponto a elas incidente.

Observagao:

Apesar de termos definido o plano projetivo como uma extensdo do plano euclidiano, isto ndo
é necessario. O plano projetivo existe de forma independente, podendo ser caracterizado a
partir de um conjunto de axiomas, entre 0s quais estdo as propriedades duais citadas
anteriormente.

4. QUADRUPLAS HARMONICAS

No plano euclidiano, se quatro pontos A, B, C e D de uma reta sdo tais que:
AC_AD
BC BD’

dizemos que C e D "dividem harmonicamente" o segmento AB .

Observe que, de acordo com a definicdo, isto também implica que A e B dividem
harmonicamente o segmento CD. Representaremos esta situagdo com o simbolo
#(AB,CD). Também diremos que A, B, C e D, nesta ordem, formam uma "quadrupla
harménica”.

Dados os pontos A, B e C sobre uma reta, o ponto D tal que #(AB;CD)é chamado

"conjugado harménico" de C em relagdo a AB .

Surpreendentemente, apesar da definicdo utilizar a nogdo de distancia (que néo faz sentido no
plano projetivo), o conceito de quadruplas harmdnicas faz sentido no Plano Projetivo, por
meio da seguinte construgdo para o conjugado harménico:

Figura 1

Dados os pontos A, B e C sobre uma reta r, tracamos duas retas quaisquer a; e a, passando por
A e uma reta ¢ passando por C. Unindo a B os pontos de incidéncia de ¢ com a; e a, ,
respectivamente, obtemos as retas b; e b,. Fica entdo formado um quadrilatero (EFHG, na
figura) tal que os lados opostos concorrem em A e B, e tal que uma de suas diagonais passa
por C. Seja D o ponto de encontro de r com a outra diagonal do quadrilatero. Entdo D €é o

conjugado harménico de C em relagédo a AB.

Esta construcdo é a definicdo de quadruplas harménicas no plano projetivo. Vejamos que ela
coincide, no plano Euclidiano, com a defini¢do usual. Sejam os pontos E, F, G como na figura
1.

Aplicando o Teorema de Menelaus* no AABE , secante DGF, temos:

AD BG EF _

22 E o
BD EG AF



No AABE, aplicamos o Teorema de Ceva* para as cevianas concorrentes EC, BF e AG:

AC BG EF _

22 ER (@
BC EG AF

De (1) e (2) temos AC = ﬂ.
BC BD

*Ver apéndice.

5. PONTO MEDIO E CONJUGAGAO HARMONICA

O principal indicio de que quédruplas harménicas sdo uma nogao projetiva € o fato
de, no plano euclidiano, o ponto médio de um segmento ndo possuir conjugado harmonico.
Porém, no plano projetivo, sejam A e B pontos sobre a reta r e C 0 ponto médio de

AB . Ao realizarmos a construcdo da figura 1, verificamos que FC ¢ paralelo a r. No plano
projetivo, o conjugado harménico D é o ponto do infinito correspondente ao feixe de retas
paralelasar.

6. FEIXES HARMONICOS

Vamos agora dualizar a definicdo de quadrupla harménica. Dadas 3 retas a, b e ¢
concorrentes em um ponto R, podemos dualizar, passo a passo, a constru¢do do conjugado
harmonico:

Sobre a reta a tomamos dois pontos distintos A; e A, e sobre a reta ¢ tomamos um

ponto C. Sejam B; e B, 0s pontos de interseccdo da reta b com as retas Cﬁ; e C‘TZ» ,

respectivamente. Seja d a reta determinada pelos pontos R e A B, m A,B,. Chamamos d de

conjugado harmdnico de ¢ em relacdo a a e b. Dizemos que as quatro retas concorrentes a, b,
c, e d formam um "feixe harménico”. Representamos esta situagdo com o simbolo
#(ab,cd).

Figura 2

Teorema 2: Uma reta qualquer do plano corta um feixe harménico em quatro pontos que
formam uma quéadrupla harménica.

Se vocé percebeu a semelhanca entre as figuras 1 e 2 deve ter desconfiado deste fato.
A demonstracédo é imediata.
Na construcdo da figura 2, os pontos A; e B, podem ser escolhidos sobre uma reta s arbitraria

—

(que néo passe por R), e 0 ponto C fora de s. As retas E e B,C determinam os pontos B, e
A,. Sendo cnNs=C' e dns=D, vemos que o quadrildtero RA,CB, possui dois lados



opostos concorrendo em A; e B, com suas diagonais passando por C' e D . Portanto
#(AB,;C'D), como queriamos demonstrar.

Exercicio 3:
Escreva o dual doTeorema anterior.

7.0 TEOREMA DE PASCAL

Sem duvida, € um dos mais belos teoremas da Geometria Projetiva. E vélido para qualquer
conica, apesar de que aqui s6 veremos a demonstracdo para a circunferéncia, no plano
euclidiano. E importante mencionar, no entanto, que no Plano Projetivo ndo ha qualquer
diferenca entre uma circunferéncia e qualquer outra conica ndo-degenerada.

Teorema 3: Os pontos de encontro entre os 3 pares de lados opostos de um hexagono ABCDEF
(convexo ou ndo) inscrito em uma circunferéncia sao colineares.
X Consideremos o tridngulo XYZ indicado na
figura. Aplicamos o Teorema de Menelaus
trés vezes:
AXYZ , secante PDE:

Multiplicando essas trés ultimas equacdes e lembrando que

XA - XB = XE - XF,

YA-YB=YC-YD e

ZC - ZD = ZE - ZF (poténcia dos pontos X, y, z em relacdo a circunferéncia), obtemos

Logo, pelo reciproco do Teorema de Menelaus no triangulo XYZ, secante PQR, temos
que P, Q e R sdo colineares.

Fazendo coincidir certos pares de pontos no hexagono ABCDEF, podemos deduzir
teoremas andlogos ao de Pascal para pentagonos, quadrilateros e até triangulos
inscritos na circunferéncia. Por exemplo, fazendo coincidir A com B e D com E, as

retas AB e DE tornam-se tangentes a circunferéncia, e obtemos a seguinte configuracao:



Figura 3

Exercicio 4:
Na figura anterior, verifiqgue que o ponto comum as tangentes em C e F também pertence a
reta PQR.

8. MAIS POLARIDADES

Agora estamos prontos para retomar nosso estudo das polaridade. Aproveitando tudo o que
vimos até aqui, vamos deduzir algumas propriedades mais avancadas.

Teorema 4: (Construcéo da reta polar usando apenas régua)
Seja y uma circunferéncia e A um ponto exterior a ela.

Consideremos duas retas distintas passando por A e cortando y nos pontos B, C, D e E
(figura). Entdo a reta polar de A em relagdo a y € a reta que une 0s pontos BDNEC e
BE NCD.

Demonstragao:

As polares de B, C, D e E séo as retas b,
c, d e e tangentes a yem seus

respectivos polos.
Sendo R=bnc e S=dmne, temos

que as polares de R e S sdo as retas
r=BC e s=DE.

Como A=rmns, sua polar é a reta
a=RsS.

Sendo Pzﬁmﬁ e Qzﬁmﬁ,

um dos corolarios do Teorema de Pascal
garante que P, Q, R e S sdo colineares,

S logo a=PQ, como queriamos
demonstrar.

Teorema 5: (Relacdo entre reta polar e quadruplas harmonicas)

Dados uma circunferéncia y e um ponto exterior A, qualquer reta secante a circunferéncia
passando por A corta a polar a no conjugado harménico do ponto A em relagdo ao segmento
com extremos nos dois pontos de corte da secante com a circunferéncia.



Demonstragao: Exercicio 5
(Dica: na figura anterior, use o quadrilatero PBQC para encontrar o conjugado harménico de

Aemrelacdoa ED).

9. RESOLUGAO DO PROBLEMA INICIAL:

Podemos agora apresentar uma solucgdo simples e elegante para o problema proposto no inicio
deste artigo.

Seja d o diametro perpendicular a OS.
Seja D, 0 ponto do infinito correspondente ao feixe de retas paralelas a d. Queremos provar

que #(A'B',C'D,). Paraisto, basta provar que as retas SA, SB, SC e SD,, formam um

feixe harménico. Parece natural tentar verificar que a reta AB corta o feixe em uma quadrupla

harménica. Mas isso equivale a provar que SC é a reta polar do ponto SD, " AB.
Isto é simples:

— C e ainterseccdo das polares de A e B, logo sua polar é ¢ = AB.

— SD,, é tangente a circunferéncia no ponto S, logo é a polar de S (SD, =5).

Assim, SD, N AB = s c, e sua polar é, portanto, SC , como queriamos demonstrar.



APENDICE:

TEOREMA DE CEVA:
A
Suponha que as cevianas AM, BN e
CP de um triangulo ABC se
encontrem em um ponto Q. Entéo
P \ AN M BP _
CN BM AP
B C
M
Prova:
Suponha que Q=t,A+t,B+t,C com t, +t, +t; =1.
t,B+t A+t
Entso teremos M = -2— SC, NJEEaks € e P:M.
t, +1, t +1t, t +1t,
Assim AN CM BP 13 L, &
CN BM AP t, t; t, -
TEOREMA DE MENELAUS:
A
Suponha que X €AB, YeBC e ZecAC
sejam colineares. Entéo
X
AX BY CZ_
BX CY Az
Prova:
c Suponhaque X =tA+(1-t)B e
v Y =sB +(1-5s)C.

Entdio Z=uX +@—-u)Y,onde u é tal que

(L-t)u+s(@—u)=0,0u seja,

7ot A G=9E=D ¢ pgim,
s+t-1 s+t-1

AX BY CZ 1-t 1 S st

=1
BX CY AZ t s (@-s)-t) -




