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I: Resumo da Teoria

Definigdo. A inversdo de centro (ou pdlo) O e raio k leva um ponto A a um ponto A” tal
que

A OA
OAOA =k?

Notacdo. Nesta parte | (Teoria), usaremos sempre O para 0 pélo da inversao, k para o
seu raio e A",B’,... para os transformados de A, B, ... Note que (A")" =A.

Propriedade 1. (Transporte de angulos) Os triangulos OAB e OB"A” sdo semelhantes;
em particular, Z/OAB=2/0B’A" e ZOBA=/0A"B’

£ Mas o segmento A"B” ndo é o inverso do segmento AB!!

Propriedade 2. (Distancia entre pontos transformados)
2 —

_k — AB
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Propriedade 3. O inverso de um circulo de diametro OA (passando pelo p6lo O) é uma
reta perpendicular a OA.

Ou A




Corolario. O inverso de uma reta r (que ndo passa pelo pélo O) é uma circunferéncia de
centro C (passando por O) tal que a reta OC é perpendicular ar.

Propriedade 4. O inverso de um circulo (de diametro AB tal que O e ﬁ) é o circulo
de didmetro A'B".

£ 0 centro do circulo transformado n&o é o transformado do centro do circulo original.
Isto é, o ponto médio de A"B” ndo é o transformado do ponto médio de AB!!!

Propriedade 5a. Seja A um ponto qualquer numa curva ¢. O angulo entre a curva ¢e a
reta OA é igual ao angulo entre a curva ¢ e areta O—A’(z a&) :

Propriedade 5b. Se duas curvas ¢ e ¢ cortam-se no ponto A fazendo um angulo a,
suas inversas ¢;” e ¢ cortam-se em A" fazendo 0 mesmo angulo o.
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Corolarios. Inversdes transformam circulos tangentes em circulos tangentes (ou circulo

e reta tangentes, ou retas paralelas), circulos ortogonais em circulos ortogonais (ou
circulo e reta ortogonais, ou retas perpendiculares); ...




I1: Problemas

1. Seja ABC um triangulo qualquer e AP a bissetriz do angulo A (com P em BC).

Mostre que AB_AC
BP

CP

2. Sejam a, b, ¢ e d os lados consecutivos de um quadrilatero qualquer (ndo-
entrecruzado) e a e B as suas diagonais. Mostre que ac+bd > of3, e que a igualdade
somente ocorre se 0s vértices do quadrilatero forem conciclicos.

3. Sejam a, b, ¢ e d os lados consecutivos de um quadrilatero ABCD e o e 3 as suas
diagonais. Suponha que os circulos circunscritos aos triangulos ABC e ACD sdo
ortogonais. Mostre que a?p?=a’c*+b’d’.

4. As circunferéncias C1 e C3 séo tangentes em P, assim como as circunferéncias C2 e
C4. Cl intersecta C2 e C4 em A e C, respectivamente, enquanto C3 intersecta C2 e C4
em B e D. Mostre que, se A, B, C e D séo conciclicos entdo C1 e C2 sdo ortogonais,
assim como C2e C3,C3eC4,C4eC1.

5. (IMO 96 — india) No interior de um triangulo ABC, marca-se um ponto P tal que
ZAPC-ZABC=/APB-/ACB. Mostre que as bissetrizes de ACP e de ABP se cortam
sobre o segmento AP.

6. Sejam A, B e C trés pontos colineares tais que AB=BC=2. Considere as
circunferéncias I'0 de diametro AC, I'1 de diametro AB e I'2 de diametro BC. Seja C1
uma circunferéncia tangente interiormente a T'0, exteriormente a I'l e I'2. A partir dali,
construa uma sequéncia de circunferéncias Cn tais que Cn é sempre tangente
interiormente a I'0 e exteriormente a I'1 e C(n-1). Mostre que o raio de Cn é racional
para qualquer n.

7. (Porismo de Steiner) Considere duas circunferéncias I'l e I'2 com I'1 interior a I"2.

(@) Encontre um ponto A na reta que une os centros de I'1 e "2 tal que as tangentes
tracadas de A aT'l e I'2 tém 0 mesmo comprimento m.

(b) Conclua que o circulo de centro A e raio m é ortogonal a I'l e I'2; encontre uma
inversdo que transforme I'1 e I'2 em circulos concéntricos.

(c) Construa uma circunferéncia C1 tangente interiormente a I'2 e exteriormente a
I'l. A partir dai, construa uma seqiiéncia de circunferéncias Cn tal que Cn é
tangente interiormente a I'2, exteriormente a I'1 e C(n-1). Mostre que, se Ck=C1
para algum valor de k e alguma posicdo de C1, entdo Ck = C1 para qualquer
outra posicdo de C1



