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PROBLEMA 1. [4 pontos]
Para cada par de inteiros positivos (i, k) com 1<i1<K define-se a transformacio linear
By ‘R > R* como

R ((am---,31_1,31’a1+1,---,ak))=((311---’31_110’%1,---1ak))-
Demonstre que para todo N>2 e para qualquer conjunto de n — 1 vetores linearmente
independentes V,,V,,...,V,; em R", existe um inteiro K,1<k <n, de forma que os vetores

Pen (V1) Pen (V5 )sees By (Vo) sdo linearmente independentes.

PROBLEMA 2. [5 pontos]
Demonstre que para todo n inteiro positivo e para todo nimero real 0<X<1 se verifica a

desigualdade
2 n
1-x+ 2 —(1—x)n£§.
2 2

PROBLEMA 3. [6 pontos]

Seja f :IR > R" uma funcdo continua e periédica. Demonstre que para qualquer & € R vale a

desigualdade
T

I&dx>']’
L f(x+a)

onde T é o periodo de f (x).

PROBLEMA 4. [6 pontos]

Temos a seqiiéncia infinita &;,a,,..., onde os termos &, pertencem todos ao conjunto {1, 2}.
Dizemos que um ndmero natural de n digitos é bom se a sua representacdo decimal é da forma
., ;..-8,hy) para algum inteiro positivo r. Suponha que ha pelo menos 2008 numeros bons de
um milhéo de digitos. Demonstrar que ha pelo menos 2008 nimeros bons de 2007 digitos.



PROBLEMA 5. [6 pontos]
Encontre todos os pares de polinémios f, g € C[X] com coeficientes complexos tais que valem as
igualdades

f(f()-9(g(x) =1+

T(9(x)-g(f(x)=1-i

paratodo X € C.

PROBLEMA 6. [7 pontos]

Sejam F um corpo de caracteristica diferente de 2, F" = F \{0}seu grupo multiplicativo e T o

subgrupo de F* que consiste de todos seus elementos de ordem finita.
Demonstre que se T é finito entdo T € ciclico de ordem par.

PROBLEMA 7. [7 pontos]

s(a)
Definimos a altura de um ntmero natural a como a fracéo T’ onde s(a) é a soma de todos os

divisores positivos de a. Demonstre que para qualquer par de nimeros naturais N, k existe um b
natural tal que a altura de cada um dos nimeros b, b + 1, ..., b + k é maior que N.



