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PROBLEMA 1 (4 pontos)
Sejam r e s inteiros positivos. Cada um dos nimeros a,a,,....a,b,,...b, € 1 ou 2.

Considere 0s numeros que tém as seguintes representacfes decimais:

a=0,aa,..a.aa,..4a,..
b=0,bb,..bbb,..b,...
x=0,aa,...abb,..b,
y=0,bb,..baa,..a,

Demonstre que a<bse e somente se x<y.

Nota: Os numeros a e b tém representacdo decimal periddica. Os nimeros x e y tém
representacdo decimal finita.

PROBLEMA 2 (4 pontos)

O cubo n-dimensional C se decompfe em 2" caixas retangulares menores por n planos
R,PR,....,P, de tal forma que cada eixo de C é perpendicular a exatamente um desses planos.
As 2" caixas estdo pintadas nas cores branco e preto de tal forma que cada par de caixas
vizinhas tém uma cor diferente.

Suponhamos que a soma dos volumes das caixas pintadas de preto € igual a soma dos
volumes das caixas pintadas de branco. Demonstre que pelo menos um dos planos
R,R,,...,P, bissecta C (i.e., divide C em duas caixas congruentes).

PROBLEMA 3 (5 pontos)
Seja n=2 um inteiro. Seja f(x)=x"+a, x""+..+ax+a, um polindmio com n raizes
inteiras distintas entre si e distintas de 1. Demonstre que:



PROBLEMA 4 (5 pontos)
Os numeros complexos a, b e ¢ sdo tais que a|bc|+b|ca| +c|ab] =0. Demonstre que

(a—b)(b—c)(c—a) >3y3]abe|.

PROBLEMA 5 (6 pontos)
Existem trés circulos @,,,,w, na esfera unitaria S de R®. Suponhamos que para cada par

de indices (i, j) com 1<i < j <3existem dois circulos maximos C;e C; de S tais que ambos
sdo tangentes a w, & o; € nenhum dos dois separa o, e ;. Os circulos maximos C;e C; se
intersectam nos pontos P, e P;.

Demonstre que os pontos B, ,P,,P,,P,,P, € P,, estdo num mesmo circulo méximo de S.

PROBLEMA 6 (7 pontos)

Os inteiros ndo negativos a, b, ¢ e d satisfazem 2ab + 2bc +2ca—a® —b* —c* =d?.

Considere o conjunto X dos inteiros que podem ser escritos como a soma dos quadrados de
dois inteiros.

Demonstre que a, b e ¢ estdo todos em X se, e somente se, 0 maximo divisor comum
mdc(a,b,c) dea, b e cestaem X.

PROBLEMA 7 (8 pontos)
Considere
F ={f:[0,1] R continua: Vx e [01]‘.[: i/(ti(it sl}.
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