Funcoes quadraticas e polinomios

Carlos Shine

No que segue na parte teérica, f(z) = ax? +bx + ¢, a # 0, a,b,c € R. Seja também A = b? — 4ac o
discriminante de f.

1 Funcoes quadraticas para ajudar nas contas

(Equacé@o do segundo grau) Se A > 0 entdo f(z) =0 <= z = %. Se A <0 entéz) f(z)

nunca ¢ igual a zero. Note que se A = 0 s6 existe um valor de z tal que f(z) =0, que é —5=.

(Soma e produto) Sejam x1, x5 as raizes de f para A >0 (se A =0, 1 = x5. Entdo x1 + 9 = 73
e 1Ty = <.

(Fatorag@o) Sejam x1,x2 as raizes de f para A > 0. Entao f(z) = a(z — z1)(x — z2). Isso pode
ser generalizado para polindémios de grau maior: se temos todas as rafzes 1, za, ..., 2, de P(z) =
Ap "+ ap_12" 1 4+ -+ ag (possivelmente com repeticoes), P(z) = an(r —x1)(x —x2) ... (x — 2y,).

(Equagao dadas raizes) Note que o fato anterior pode ser usado “ao contrério”: uma equagao de
segundo grau com raizes r e s é (x —7)(x —s5) =0 <= 22— (r +s)x +rs=0.

1.1 Alguns exemplos

Exemplo 1. (OBM) a,b,c,d sio nimeros reais distintos tais que a e b sdao as raizes da equacao % —

3cx —8d =0, e c e d sdo as raizes da equacdo 2% — 3ax — 8b = 0. Calcule a soma a + b+ ¢ + d.

Solu¢ao. Usando soma e produto, temos
a+b=3c, ab=-8d, c+d=3a, cd=-8d.

As equagbes com produtos nao parecem ser uteis. Por outro lado, o melhor que obtemos é a+b+c+d =
3(a+c). Por um lado, reduzimos o problema a achar a+c. Por outro lado, precisamos de outras equagoes
para isso.

Uma ideia é lembrar que as raizes satisfazem a equacdo! Como a é raiz de z? — 3cx — 8d
a’? — 3ca — 8d = 0. Fazendo o mesmo para c¢ na outra equacdo, temos também c? — 3ac — 8b
Subtraindo as equagoes, podemos cortar ac e fatorar a diferenca de quadrados:

=0,
= 0.

a® —3ca—8d—c? +3ac+8 =0 < (a—c)(a+c)=8(d—b).

Agora obtemos a — ¢ e b— d, entdo precisamos relacionar essas duas diferengas. Voltando ao comego,
de a + b= 3c e c+ d = 3a, que tal subtrair essas duas equagoes? Obtemos

a+b—c—d=3(c—a) < d—b=4(a—c).

Assim, como a # c,
(a—c)la+c)=8-4(a—c) <= a+c=32.

Logoa+b+c+d=3-32=096.



Exemplo 2. (Rissia) Sejam a, b, ¢ nlimeros reais tais que as equacdes 22 +ax+1=0e 22+ bx+c=0
tém exatamente uma raiz real em comum e as equacdes x2 +x +a = 0 e 22 + cx + b = 0 também tém
exatamente uma raiz real em comum. Determine a soma a + b + c.

Solucao. Em problemas com raizes comuns, o normal é dar nome para essas raizes comuns e montar um
sistema de equagoes.

Sej { dos doi d Oes. Assi 2 1=r245b =0

ejam r € s as ralzes comuns dos dols pares de equacoes. Assim, r“+ar+1=r*+or+c=0 —

rb—a)=1-ces’+s+a=s>+cs+b=0 = s(l—c)=b—a. Sea=bec=1os pares de
equagoes coincidem e as equacOes devem ter s6 uma raiz em comum, a nao ser que ela seja dupla, ou
seja, a = b= 42, mas ai 22 + 2 + a = 0 ndo tem raiz dupla. Logo a # b e c # 1.

Deste modo s =1/r, e

1 1 1
S +-ta <= 1+r(l+ar)=0 <= l+ar=—-.
r2 o7 T
Assim,

2

1
Phar+l = rP—-=0 < r=1,
r

el24+a+1=0 < a=-2el+b+c=0 <= b+c=—-1,eachamosa+b+c=—-2—-1=-3.

1.2 Problemas

Agora tente esses problemas!
1. (OBM) Os ntimeros reais a, b, 7 e s sdo tais que as raizes da equacio 22 — azx + b = 0 sdo % e % e
as raizes de 22 — rz + s = 0 sdo a e b. Sabendo que a > 0, calcule seu valor.
Soluc¢do. Por soma e produto,

1 1 1
a=—-4+—-, b=—, r=a+b, s=ab
ros rs
Apesar de querermos calcular a, é mais ficil substituir a e b em a + b e ab do que r e s em % + %,
em particular. Alids, podemos calcular r em funcao de s:

1 1 1 1 1 1
r=a+b=-+-+— — 7'Jr1:7(rJr J(s+1) <— 7’:710117":3Jr .
ros s rs
Vamos observar a outra equagao:
1 1\ 1
s—ab—<+>
r o s)rs
Ser=-1,
1\ 1
32(—1+><:>—1+:—s2
s) —s S
e
1 2
a=—-1+-=-5"<0,

0 que nao é possivel.

s+1

Portanto r = Ss e

S 1 1
_ _ 1))2 = + 1.
s-(s 1+5>5 1 <:>(s(s+ )) s(s+1)

Assim, sendo t = s(s+1),t> =t+ 1. Logo 1/t =t —1e

1
s 1 sEntr_ 1,
s+1 s s(s+1) t

Novamente, comoa =t >0, a =1t = 1+T\/g



2. (Russia) Um polinémio quadrédtico ménico P(xz) é tal que P(x) e P(P(P(z))) tém uma raiz em
comum. Prove que P(0) - P(1) =0.
Solugdo. Seja r a raiz comum e P(x) = 22 + ax + b. Entao P(r) = 0 e, portanto, P(P(P(r))) =
0 < PP0)=0 < P0*’+a-0+b) =0 < Pb) =0 < b +ab+b=0
b(b+a+1)=0.
Mas b= P(0)e P(1)=12+a-1+b=b+a+ 1. Assim, P(0) - P(1) = 0.

3. (Russia) Os ntimeros reais a e b sdo tais que cada polinémio 22 + ax + b e 22 + bz + a tém duas
raizes reais distintas, e o produto desses polindmios tem trés raizes reais distintas. Encontre a
soma dessas trés raizes.

Solucdo. Sejam r e s as raizes de 2 +ax +b=0¢e s e t as raizes de 22 + bx + a = 0. Entdo

$2=—as—bes’ =-bs—a = —as—b=-bs—a < s=1loua=>h.

Se a = b, entdao as duas equagdes sdo equivalentes, e ndo podem ter, ao mesmo tempo, duas raizes
e somente uma raiz comum. Entao s =1,ea+b=—1. Mas1-r=be 1-t = a, e a soma pedida
ér+t+s=a+b+1=0.

2 Funcoes quadraticas: raizes e desigualdades

e (Sinal de f) Se A > 0, sejam x; < xo as raizes de f. Entdo f(z) tem o mesmo sinal de a para
x < 1 ou x > o e sinal contrario de a para r1 < x < x2; se A =0, f(z) tem o mesmo sinal de a
para todo x real exceto © = x1 = x5 = f%; se A <0, f(x) tem o mesmo sinal de a para todo x
real.

e (Sinal de f, situagao inversa) Se f(x) > 0 para todo x real entdo a > 0e A < 0.

o (Existéncia de rafzes) Se a - f(r) < 0 para algum r real entdo f(z) tem duas raizes reais distintas.

e (Imagem de f) Se a > 0, os valores que f assume sdo todos os reais maiores ou iguais a —ﬁ,
ou seja, f(x) > —ﬁ, com igualdade para x = —%. Sea <0, f(z) < —%, com igualdade para

R
T=—5-.

2.1 Alguns exemplos
A primeira desigualdade importante tem a ver com existéncia de raizes.

Exemplo 3. (OBM) Sejam p e q inteiros. Sabendo que 2 + px + ¢ é positivo para todo z inteiro, prove
que a equacao z2 + pzr + ¢ = 0 ndo possui solucio real.

Solugdo. Primeiro, veja que o valor minimo de f(x) = x? + px + q é obtido para x = —p/2. Se —p/2 é
inteiro, ou seja, p é par, f(xz) > 0 para todo x, e a equacao nao tem solugao real.
Se p é {mpar, temos —(p — 1)/2 inteiro, e assim, sendo f(—(p — 1)/2) inteiro,

2
-1 -1 -1
f<pz)21<:><p2 ) —pp2 +q21<:>17p2+4q24<:>p274q§73,

ou seja, o discriminante de f é negativo, e f nao tem raizes reais.

Saber a imagem de uma funcao quadrética pode ser decisivo em varios problemas.

Exemplo 4. (OBM) Seja f(x) = 22+2007x+1. Prove que, para todo inteiro positivo n, f(f(...(f(x))...)) =
—_—

n vezes
0 tem pelo menos uma raiz real.



Solugao. As vezes é mais facil provar que existe uma raiz com desigualdades. Em particular, a chave
desse problema é que podemos definir f em A = F@,Jroo[, ja que f(—2007 —x) = f(z), e que a

imagem de f, Im(f) = —%, _|_oo{ contém esse intervalo.

- — 20172 — 4
4

Por que esse fato é tao importante? A ideia é que, quando fazemos, por exemplo, f(g(z)), o que “sai”
de g (imagem de g) “entra” em f. Como f de A em R cobre toda a imagem I'm(f), e A C Im(f), na hora
de fazer f(f(x)), como o f(z) de “dentro” cobre A (sendo mais especifico: f(x) assume todos os valores
de A), aimagem de f(f(x)) é a mesma de f(x). Da mesma forma, a imagem de f(f(f(x))) é a mesma de
f(f(x)), que é a mesma de f(z), e por indugdo podemos mostrar que, sendo f,,(z) = f(f(...(f(x))...)),

—_—

n vezes

Im(f,) = Im(f): basta notar que se vale para n — 1, f,_1(z) cobre todos os valores de A, entdo

fu(x) = f(fn-1(x)) tem como imagem Im(f).
Como a imagem de f contém 0, f,(z) = 0 sempre tem solucao para todo n inteiro positivo.

As vezes nao escapamos de entrar nas minucias de resolver equacoes. Nesse caso, quando temos
f(f(z)) =0, é melhor fazer por partes do que abrir toda a conta.

Exemplo 5. (Rissia) Sejam f e g polinémios ménicos de grau 2 tais que f(g(x)) = 0 e g(f(z)) =0
nao tém solugodes reais. Prove que pelo menos uma das equacgoes f(f(z)) =0 e g(g(z)) = 0 também nao
tem solugoes reais.

Solugdo. Se f ou g, digamos f, ndo tem raizes reais, f(f(z)) também nao raizes reais, e o problema
acabou. Entdo suponha que f e g tém raizes reais, e sejam r > s > t > u essas raizes (se f ou g tem
raiz dupla, considere como duas raizes iguais).

Suponha, sem perdas, que r é raiz de f. Entao f(g(x)) =0 <= g(z) =r. Como f(g(x)) ndo tem
raizes reais, e g é monico, g(x) > r para todo z real. Assim, como r é o méximo das raizes, g(x) > r, s,t,u
para todo z real. Mas g(g(z)) =0 = g(x) € {s,t,u}, ou seja, g(g(x)) = 0 ndo tem solugao.

Note que aqui usamos o principio do extremo e como resolver inequagoes do segundo grau no lugar do
discriminante; essa ultima técnica, de mostrar que igualdades nao acontecem com desigualdades, pode
ser usada em diversos problemas.

Podemos também construir fungoes quadraticas para resolver problemas bem interessantes:

Exemplo 6. Sejam zi,xo,...,z, reais cuja soma é zero e cuja soma dos quadrados é 1. Prove que
1

existem dois deles, x5, z;, tais que x;zr; < —-.
Solugdo. Como a soma dos nimeros é zero, algum nimero é negativo e outro é positivo. Supondo
sem perdas que z7 < 9 < ... < x,, vamos provar que x1Z, < —1/n. Considere a fun¢do quadritica
f@)=(x —21)(x — ) = 2% — (11 + 2)7 + 212, Entdo v; > 21 e v; <2, = (2, — 1) (25 — 7)) <



0 < f(x;) <0. Assim,

22 — (21 + xp)w1 + 210, <0
x2 — (z1 +xp)T0 + 112, <0

x?,) — (1 + zp)zs + 212, <0

22 — (x1 + 2p) Ty + 212, <0
Somando todas as inequagoes obtemos
(23 + a5+ +22) — (21 +zp) (@1 + 22+ - + ) + na12, <0

1
—1—(z1+z,) 0+nzi12, <0 = 292, < ——.
n

2.2 Problemas
4. (Russia) Sejam a, b, ¢ reais. Prove que pelo menos uma das equagoes 2 + (a — b)z + (b — ¢) = 0,
22+ (b—c)r+ (c—a) =0, 2% + (c — a)z + (a — b) = 0 tem solucdes reais.
Solugdo. Suponha que isso ndo acontega. Entao os discriminantes sdo todos negativos, ou seja,
(a—0)*—4(b—¢c) <0
(b—c)*>—4(c—a) <0
(c—a)*> —4(a—b) <0

Somando tudo obtemos (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? < 0, absurdo.

5. (Russia) Seja f(x) = 22 + ax + b. Sabe-se que f(f(z)) = 0 tem quatro rafzes reais distintas, e que
a soma de duas dessas raizes é —1. Prove que b 1

<

=71
Solugdo. Sejam 1 e s as raizes de f(x). Entdo f(f(z)) =0 < f(zx) =rou f(z) =s <
>’ +ar+b—r=0ouz’+ar+b—s=0.

Temos ai dois casos.

e Caso 1: as raizes com soma —1 vém da mesma equa¢io: Al —a = —1 <= a =1, e além
disso, 7 + s = —a = —1. Os dois discriminantes sao positivos, logo

1
12—4(b—r) >0 e 12—4(b—s) >0 = 2-4(2b—1—5) >0 <= 1-2(2b+1) >0 <= b< I

o Caso 2: as raizes com soma —1 vém de equacoes diferentes: Sejam t e —1 — t essas raizes.
Entao, lembrando que s = —a —r,

t?4+at+b—r=0e(-1—t)>—a(l+t)+b—-5=0
—t*tat+b—r=0et’+2—-a)t+1—a+bt+a+r=0.

Somando as duas equacoes obtemos

262 +2t+2b+1=0.
O discriminante dessa equacao deve ser nao negativo, logo

1
22— 4.2-(2b+1) >0 < b<—7.




6.

3

(Rissia) Sejam a e b reais distintos tais que (2% + 20ax + 10b)(2? + 20bz + 10a) = 0 nao tem
solugdes reais em z. Prove que 20(b — a) nao ¢é inteiro.

Solucdo. Ambos os discriminantes de 22 + 20azx + 10b = 0 e x? + 20bx + 10a = 0 sdo negativos,
logo
(20a)* —4-10b < 0 e (20b)2 —4-10a < 0 <= b> 10a® e a > 10b?

Provaremos que |a —b| < 1/20, o que termina o problema pois 20ja—b| < 1 e a # b. Seja k =a—b.
Entasoa=b+ke
b>10(b+k)* e b+ k > 10b%,

Primeiro, veja que

b+ k> 100 <— k>10b2—b>—(_1)2 :—i>—i.
= 4-10 40 20

Por outro lado,

100b+k)?<b <= k< \/%—b.
Sendo t = /b/10, b = 102 e

2
E<t—10t2 < — 1 :i<i.
= 4(=10) 40 " 20

Logo —45 < k < 55 <= —% <20(b—a) < 3, e 20(b — a) nao é inteiro.
Observagao: Como “chutar” a ideia de que b— a é pequeno? Fazendo um grafico podemos ter uma
ideia:

/ -
\ 0.1 J/
s/
N 4
\

0.2

o

0.1 0.2

N

~

Funcoes polinomiais

No que segue, P é um polinémio com coeficientes reais.

(Raizes e fatoragao) Se r é raiz de P entdo P(x) = (z — a)Q(x), em que Q(x) é outro polindmio.

(Todas as raizes e fatoracao) Se P tem grau n e raizes x1, 22, . . ., &, (ndo necessariamente distintas)
entao
P(x) = an(l' - xl)(l' — SﬂQ) . (x - l’n)

(Pesquisa de raizes) Se P(s) - P(t) < 0, entao existe uma raiz de P no intervalo |s, t[.
(Polinoémios, raizes e grau) Um polinémio de grau n tem no méximo n raizes reais.

(Polinémios de grau fmpar) Sendo P um polindémio de grau fmpar, P(z) e P(—z) tém sinais
diferentes para x grande e ficam arbitrariamente grandes em moédulo; em particular, P tem raiz
real.



3.1 Alguns exemplos
A ideia béasica mais importante, inicialmente, é fatorar polinémios.

Exemplo 7. (Russia) Sejam a, b, ¢ inteiros positivos distintos. Verifique se existe um polinémio P(z) =
kx? + lx +m, k, £, m inteiros, k > 0, que assume os valores a2, b3, ¢3 para valores inteiros de z?

Solugdo. Seja Q(z) = P(z) — 23. Entao Q(z) tem a,b, c como raizes, ou seja,
Q(z) = (z —a)(x —b)(z — c)A(z) < P(x) =2* + A(z)(z — a)(z — b)(x — ¢).
Poxa, mas P precisa ser quadrético! Ora, basta cortar o 2, escolhendo A(z) constante igual a —1:
P(z) =2 — (z —a)(x — b)(z — ¢) = (a + b+ ¢)x? — (ab+ be + ca)x + abe.

Note que a + b+ ¢ > 0 e —(ab+ bc + ca) e abc séo inteiros.

O préximo exemplo usa varias ideias de polinémios e algumas ideias de fungoes quadraticas.

Exemplo 8. (Russia) Sejam F'(z) e G(z) polindmios cibicos monicos. As raizes das equagbes F'(z) = 0,
G(z) =0 e F(z) = G(x) sao escritas na lousa, e nota-se que sdo oito nimeros distintos. Prove que o
maior e o menor desses oito niimeros ndo podem ser ambos raizes de F'(x).

Solugdo. A funcdo D(x) = F(r) — G(x) é quadratica, pois o z* cancela. Primeiro suponha que o

coeficiente de D(z) em x? é positivo. Entao, sendo r < s as raizes de F(x) = G(z), F(x) > G(z) para
x <rouz>s. Agora, se a maior das oito raizes M é de F, temos M >s — G(M)< F(M) =0, e
como G(z) > 0 para z positivo suficientemente grande, existe uma raiz de G maior do que M, absurdo.

Assim, o coeficiente de D(z) em x? é negativo. Nesse caso, F(z) < G(x) para z < r ou x > 5. Nesse
caso, suponha que a menor raiz m seja de F. Entdo m <r = G(m) > F(m) =0, e como G(z) < 0
para z negativo suficientemente grande, existe uma raiz de G menor do que m, outro absurdo.

3.2 Problemas
7. (Russia) Sejam P(z) e Q(z) polindmios moénicos de grau 10 e coeficientes reais. Prove que se
P(z) = Q(x) ndo tem solugodes reais entdo P(x + 1) = Q(z — 1) tem uma solugao real.

Solugdo. No polinomio P(x) — Q(z), o 19 corta, ou seja, o seu grau é menor ou igual a 9. Como
P(z) — Q(x) ndo tem raizes reais, o grau nao é {mpar, logo o grau é, na verdade, menor ou igual
a 8, o que quer dizer que o coeficiente ag de P e Q em 2° coincide.

Portanto
Pz4+1)-Qz—-1)=@+1)PY - (-1 +ay((z+1)° - (z—-1)°) + D(x),

com D com grau menor ou igual a 8. Mas (z + 1)1 — (z — 1)!° tem grau 9, e (z + 1) — (z — 1)°
tem grau 8, e portanto P(x + 1) — Q(z — 1) tem grau 9, e consequentemente tem uma raiz real.

8. (Rdssia) Sejam P(z) um polinémio e a1, as, as, b1, be, b reais com ajasas # 0. Sabe-se que
P(a1x 4+ b1) + P(asxz 4+ be) = P(azz +b3) para todo z € R.
Prove que P(z) tem pelo menos uma raiz real.
Solucgdo. Se ay # asz, tome r tal que a1r + by = agr + bs. Assim,
P(ayr +by) + P(agr + be) = P(agr + b3) <= P(azr + b2) =0,

e temos nossa raiz.

Sé falta o caso em que a; = ag e, analogamente, as = ag. Sendo ag = ay = a; = a, sendo n o grau
de P, comparando coeficientes lideres obtemos

20" =a" <= a=0,

0 que ndo é possivel pois ajasas = a3 # 0.



9. (Russia) O polinémio P(x) = x®+ax?+bx+c tem trés raizes reais distintas. O polinémio P(Q(z)),
sendo Q(z) = 2? + x + 2001, ndo tem raizes reais. Prove que P(2001) > &;.

Solugdo. O valor minimo de Q(z) é —% = 2001— ;. Como P(Q(z)) pode ser arbitrariamente
grande para z grande, P(Q(z)) > 0 para todo z, ou seja, P(z) > 0 para z > 2001—1. Sendo P(z) =
(x—r)(z—s)(z—t), temos em particular r, s, ¢ < 2001 — . Assim, 2001 —r, 2001 —s,2001 —¢ > 1

e
1

1 3
P(2001) = (2001 — 7)(2001 — s)(2001 — t) > (4) = &0



