XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3

PRIMEIRO DIA
Instrugoes:
. A duragdo da prova é de 4 horas e 30 minutos.
¢ Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.
¢ Todas as suas solugdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1
Seja ABCDE um pentéagono regular tal que a estrela ACEBD tem area 1. Sejam P intersecao entre
AC e BE e Q a intersecéo entre BD e CE. Determine a area de APQD.

PROBLEMA 2
Prove que ha pelo menos um algarismo diferente de zero entre a 1.000.000°. ¢ a 3.000.000". casa

decimal de /2 apos a virgula.

PROBLEMA 3

Temos um tabuleiro quadrado 10 x 10.

Desejamos colocar n pegas em casas do tabuleiro de tal forma que ndo existam 4 pegas formando
em retdngulo de lados paralelos aos lados do tabuleiro.

Determine o maior valor de # para o qual € possivel fazer esta construgdo.



XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3

SEGUNDO DIA
Instrugoes:
. A duragdo da prova é de 4 horas e 30 minutos.
¢ Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.
¢ Todas as suas solugdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 4

O planeta Zork ¢ esférico e tem varias cidades. Dada qualquer cidade existe uma cidade antipoda
(i.e., simétrica em relagdo ao centro do planeta).

Existem em Zork estradas ligando pares de cidades. Se existe uma estrada ligando as cidades P e
0 entdo também existe uma estrada ligando as cidades P'e Q', onde P'¢é a antipodade Pe Q'¢é a
antipoda de Q. Além disso, estradas nao se cruzam e dadas duas cidades P ¢ QO sempre ¢ possivel
viajar de P a Q usando alguma seqiiéncia de estradas.

O preco da Kriptonita em Urghs (a moeda planetaria) em duas cidades ligadas por uma estrada
difere por no maximo 100 Urghs. Prove que existem duas cidades antipodas onde o preco da
Kriptonita difere por no maximo 100 Urghs.

PROBLEMA 5

Em Tumbolia existem » times de futebol .

Deseja-se organizar um campeonato em que cada time joga exatamente uma vez com cada um
dos outros. Todos os jogos ocorrem aos domingos, € um time ndo pode jogar mais de uma vez no
mesmo dia. Determine o menor inteiro positivo m para o qual € possivel realizar um tal
campeonato em m domingos.

PROBLEMA 6
Dado tridngulo ABC mostre como construir com régua e compasso um tridngulo 4°B’C’de area

minima com C'e AC,A'e ABeB'e BC talque BPA'C'= BAC e AC'B'= ACB.




XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Solugdes da Terceira Fase - Nivel 3

PROBLEMA 1
SOLUCAO DE HUGO PINTO IWATA (Sao José do Rio Preto - SP)

Como o pentagono e a estrela sdo regulares, o quadrilatero APQD é um trapézio.
A area do trapézio APQD ¢ igual a area do triangulo APD somada a do triangulo PQD. Como

BDRP também é um trapézio, RP// QD, ent#o a area de PQD é igual & de RQD. Como a estrela

é regular, a area de RQD ¢ igual a de ERS, entdo, a area de PQD é igual a de ERS. Assim a area
do trapézio APQD é igual a soma das areas dos triangulos APD e ERS, que € igual a figura
APDRES, que ¢é exatamente metade da estrela toda.

Resposta: A area de APQD ¢é 0,5.

PROBLEMA 2
SOLUCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (Goiania - GO)

Suponhamos, por absurdo, que todos os algarismos das casas decimais entre a 1.000.000° casa
decimal e a 3.000.000°. casa decimal de \/E fossem zero, entdo:

102710 V2 |= [10%¢ 2 | (onde | x e Ze| x < x <[ x|~ +1)
102 . K =[10% V2= (onde K =[10 V2 |) =102 K <10%¥ V2 <10% K +1 ma
s como 10%'® K =10%% V2, (pois se ndo fosse teriamos /2 = K /10", um absurdo, pois

J2¢ irracional!) entéo:

1047 K <10%% 12 <10 K +1=> —— <2 < K — L -
1010 1010 103-10
2 2
K6<2< K6+ 2K6+ 16:>K2<2-102'1°6<K2+ 2K6+%,
102-10 102-10 104~10 106-10 102-10 104~10

mas como K = |_1OlOG \/Eje Z, temos (pela definigéo de | x |):

<J2 = K <\/E 1 2K <1,Iogo:

K<10 V2 <K+l=> — < < Y8 2 S o
1010 102-10 1010 4 102-10 2




2K 1 2
— + —<K"+—+ _
102-10 104-10 2 104-10

K2 <2102 < K? +1=0<2-10%® ~K? <1, um absurdo, pois ndo existe nenhum
inteiro maior que 0 e menor que 1, disto concluimos que ha um algarismo diferente de 0 nestas

K2<2.10%° < K2+

<K?’+1l=>

casas decimais. (Poderfamos ter uma aproximac&o melhor pois 2K é bem menor que 10%'%),
Obs: \_xj denota a fungdo do "maior inteiro".

PROBLEMA 3
SOLUCAO DA BANCA

O problema ¢ equivalente a encontrar subconjuntos A;, A,, ..., Ay de {1, 2, 3, ..., 10} cuja soma
do nimero de elementos seja a maior possivel tais que a intersecdo de dois quaisquer deles tenha
no maximo um elemento (A; é o conjunto das posigdes das pecas na i-ésima linha do tabuleiro).

K (k, 1)

Se A tem k; elementos entdo ha Ckzl = subconjuntos de 2 elementos ndo pode pertencer

a dois dos conjuntos A;, e ha no total Cfo =45 subconjuntos de 2 elementos de {1, 2,},...,10}.
S ki (ki _1)

Assim, devemos ter )= <45,
i=1
Por outro lado, se existem i, j com k > k + 1, temos
ki(k.+1) (ki =Dk, -2) Kk (k +1) Kk;(k;-1

Ci.+Cl = (i +D DK =2 ka+h) kK )+ki+1—kj <C? +CZ.
' : 2 2 2 ' :
. .. L0 ki (kl _1) L0 -

Assim para minimizar Z:— mantendo Z: k; fixo devemos ter ‘ki —kj‘ <1para todo

i=1 i=1
i, j. Se observamos que 5C; +5C§ =5.6+5-3=45, concluimos que se

L ki(k —1) RS | , :
Z:— < 45entdo ZS 5.-4+5-3=235, valendo a igualdade se e s6 se 5 dos k; sdo
i=1 i-1
iguais a 4 e os outros 5 iguais a 3. Para que a contrugdo seja possivel nesse caso precisamos de
que cada par de elementos apareca em exatamente um dos conjuntos A: . Nesse caso, cada
elemento de {1, 2, 3..., 10} deve aparecer em 3 conjuntos com 4 elementos ou em um conjunto
com 4 elementos e 2 conjuntos com 3 elementos (pois cada um dos outros 9 elementos aparece
exatamante uma vez junto com ele). Como haveria 5 conjuntos com 4 elementos, o nimero médio
de conjuntos com 4 elementos aos quais cada elemento pertence é 2, donde ha elementos que
pertencem a 3 conjuntos com 4 elementos (pois um elemento ndo pode pertencer a exatamente 2
conjuntos com 4 elemetos). Assim, podemos supor sem perda de generalidade que A; = {1, 2, 3,
4}, A, ={1,5,6, 7 e A; ={1, 8,9, 10}, mais entdo qualquer outro conjunto de 4 elementos deve
estar contido em {2, 3, ..., 10}, e portanto deve intersectar um dos conjunto A;, Ay, As, A4, €M
10
pelo menos 2 elementos. Assim, ndo é possivel que Zki seja igual a 35. Por outro lado é
i=1

10
possivel construir exemplos com Zki =34, como abaixo:

i=1
A={1,234} A,={1,56,7} A;={2,5,8,9} A, ={3, 6, 8,10}, As = {1, 9, 10},
As={2,7,10}, A, ={3,7,9}, Ag={4,5,10}, Ay ={4,6,9}e Ay ={4,7, 8}.
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PROBLEMA 4

SOLUGAO DE GILBERTO SANTOS DO NASCIMENTO (Séo Paulo - SP)
Seja C, oantipodade C,.
Vamos ligar C; a C, e vice-versa, formando uma linha fechada. Abaixo C} € 0 antipoda de

C; paratodoj.

Agora, supondo que a diferenca da Kriptonita de Cl' para C, seja maior que 100. Entéo, vamos
supor que (C, — Cy) + (C;3 — Cp) +...+ (C;' — C,)) > 100. Como ao percorrer o caminho, temos de
ter uma diferenca zero ao chegarmos em C; novamente, somando (C,' — C;) + (C5' — C,') +...+
(C,—C,) <-100.

Agora, supondo que o Superman trace uma linha de C; a C;' (esta linha ndo poderia ser uma
estrada, pois | C;' — C4| > 100) a soma das diferencas na parte de cima da linha deve ser maior que
100 e embaixo menor que —100.



> 100

arte de cima (p.c.
C c'
' arte de baixo (p.b .

Agora, supondo que esta linha percorra a figura, ligando todas as cidades antipodas, na parte de
cima, a soma deve continuar sendo maior que 100 e embaixo menor que 100. Em p.c. (parte de
cima), a soma ndo pode passar bruscamente de > 100 para < —100, pois s&o somadas apenas duas
diferencas de cada vez (menores que 200 no total!). Assim, para que p.c. fique negativo < —100 e
p.b. fique positivo > 100, teriamos de ter duas cidades antipodas com diferenca < 100 em médulo.

0 3

p.C. Cy

p.b. Cy

<-100 p.b. [ p.c. >100 c,
C,)'
<-100
Cy
Continuando o percurso, ao chegarmos em C,', teremos de liga-lo a C;. No entanto, p.c. estard em
baixo e a soma das diferencas na direcdo de C,' para C; tera de ser positivo > 100. Mas essa soma
era negativa e <—100 quando comegamos (=<) Contradicao.
O mesmo ocorre analogamente com p.b. Logo, em algum par da cidades (uma cidade e sua

antipoda), a diferenca do prego da Kriptonita devera ser menor ou igual a 100.
Viva o Superman!.

PROBLEMA 4

SOLUGAO ALTERNATIVA DE HUMBERTO SILVA NAVES (Goiania - GO)

Suponhamos, por absurdo, que os precos diferem por mais de 100 Urghs em todas as cidades
antipodas, entdo:

| Xo — Yo| > 100 = My — my > 100 (onde x, e y, s&o antipodas e representam o preco da Kriptonita).
|X17y1| >100 = M; —m; > 100

| Xn — Yn| > 100 = M, — m, > 100 (Onde M, = max (Xn, Yn) € My = min (X, Yn))

Como sabemos que existe um caminho de estradas que leva de M, até m,, entdo deve existir uma
estrada que liga (para certo i, j € N; i, j <n) Mj «—— m;.

Como existe uma estrada ligando M; <—— m;, também existe uma estrada ligando m; «—— M;
(antipodas). Pode acontecer i = j, caso em que se conclui facilmente que M; — m; > 100, um
absurdo pois m; e M; séo "vizinhas", logo o preco da Kriptonita difere por no maximo 100 Urghs.
Se i =j, entdo:

| M —m; | < 100 (séo "vizinhas™)



| Mj —m; | < 100, mas como

M; —m; > 100 e M; —m; > 100, entdo:

M; + Mj* mifmj>200

M; —m; + Mj*mi>2003|Mi*mj+Mj*mi|>2002|Mi*mj|+|Mj*mi| > 200 = 200 >

> | Mj — mj| + | M; — mj| > 200, um absurdo, logo existem cidades antipodas cujo preco difere no
méaximo em 100 Urghs.

PROBLEMA 5 )
SOLUCAO DE FABRICIO SIQUEIRA BENEVIDES (Fortaleza - CE)

Facamos 2 casos, n par e n impar.
i) n par.

Cada time tem que jogar com cada um dos outros. Se os times sdo: Ty, Ty, ..., Ty, temos que um
time T; tem que jogar (n — 1) vezes e para isso precisara de pelo menos (n — 1) domingos. (pois s6
pode jogar 1 vez por domingo). Mostraremos que € possivel realizar o campeonato em (n — 1)
domingos. Para isso basta que o jogo entre T; e T; (i # j) ocorra no seguinte domingo.

1) di=i+j(modn-1),1<dj<n-lparavVi=n,j=n
2) din=2i(modn-1),1<d,<n-1lparatodoi=n,j=n
(se um dos times for Ty).

Podemos observar isso numa tabela que indique o diaentre T; e T;
Exemplo: paran =6

djj T, T, T3 T, Ts Te
T, 3 4 5 1 2
T, 3 5 1 2 4
T3 4 5 2 3 1
T, 8 1 2 4 3
Ts 1 2 3 4 5
Te 2 3 4 5 1

O campeonato organizado assim satisfaz o problema pois: é facil ver que um time | joga com
cada um dos outros times (no domingo dj;, j = i). E cada time s6 joga uma vez num mesmo dia,
caso contrario teriamos: um time T; que joga contra T; e T, no mesmo domingo, ou seja di; = dii

1) Sei=n:dj=dg .. 2j =2k (mod n—1) como (2, n— 1) = 1 teriamos
j=k(modn-1), {j,k} < {1,2,...,n—1} .. j =k, uma contradig&o.

2) Sei=n.
21) jek#n:dgx=dj..i+k=i+j(modn-1).. j=k(modn-1)ek=j. uma contradi¢éo.
2.2)  j=n,k = nsem perda de generalidade: di, = di .. i +i=i+k(modn-1)

23) i=k(modn-1){i,j}<{1,2,...,n—1} = i =]j uma contradicao.

Agora se n for impar, como cada time tem que jogar com todos 0s outros seria necessario pelo
menos (n — 1) domingos.



S0 que (n — 1) domingos néo sao suficientes pois em cada dia ha um time que fica sem jogar.
Assim, se no primeiro dia T; foi o time que ndo jogou, ele ainda precisara de mais (n—1)
domingos para jogar contra os outros. De modo que s&o necessarios pelo menos n domingos.

n domingos sdo suficientes, basta que o campeonato se organize assim: Sejam Ty, T,, ..., T, 0S
times. Criamos um time virtual chamado T, . ; onde jogar contra T, . ; um certo dia, significa ndo
jogar naquele dia.

Temos entdo n + 1 = x times, organizamos entdo como no caso anterior 0 campeonato. Como x é
par isso pode ser feito em x — 1 = n dias.

Obs: O exemplo para (2k — 1) times é obtido do de (2k) times esquecendo-se um dos times.

Resposta: Senéparm=n-1.
Se n éimpar m=n.

PROBLEMA 6
SOLUCAO DA BANCA

Sejam £A, ZB, ZC os angulos internos do triangulo ABC, sejam £A', ZB', ZC' os angulos
internos do triangulo A'B'C' e consideremos ZA'= Z/Ae C'= £C.

Seja D o ponto de intersecdo das circunferéncias circuscritas aos tridngulos AA'C' e CC'B'. Nos
quadrilateros inscritiveis AA'DC' e CC'DB' temos Z/A'DC' =z — ZA e LC'DB' =z — ZC. Logo,
/A'DB' = 27 — (r — £A) — (= — £C) = = — /B, e portanto, a circunferéncia circunscrita ao
triangulo BB'A' passa por D.

No quadrilatero inscritivel AA'DC', Z/DAA' = /DC'A' = a¢e Z/DA'C' = ZDAC' = a. Como ZA =
ZA' concluimos que ZDA'B' = «. Logo, no quadrilatero inscritivel BB'DA' temos que £DBB' =

o. No quadrilatero inscritivel CC'DB' temos que «DCB' = ZDC'B' = ¢, e como £C = C'
concluimos que £DCC' = a.

O ponto D esta entdo associado ao triangulo ABC pela propriedade:
/DAB = #DBC = ZCDA

e portanto ndo depende da posicdo de A', B' e C'. O ponto D é fixo e sua construcdo sera mostrada
no final da solucéo.



Como os angulos A'DB', B'DC' e C'DA' séo constantes, a menor area possivel do triangulo A'B'C
é obtida quando os segmentos DA', DB' e DC' forem os menores possiveis. Logo, DA', DB' e DC
sdo respectivamente perpendiculares aos lados AB, BC e CA.

Construcéo do ponto D

Seja E a intersecdo da mediatriz de AB com a perpendicular a BC tragada por B. A circunferéncia
de centro E e raio EA = EB é tangente em B & reta BC. Logo, para qualquer ponto X do menor
arco AB tem-se que £XAB = ZXBC.

Seja F a intersecdo da mediatriz de BC com a perpendicular a CA tragada por C. A circunferéncia
de centro F e raio FB = FC é tangente em C a reta CA. Logo, para qualquer ponto X do menor
arco BC tem-se que £XBC = £ZXCA.

O ponto D, intersecao desses dois arcos é tal que «DAB = #DBC = ZCDA.



