XL Olimpiada Brasileira de Matematica - Nivel Universitario
VIII Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether 2018
Primeira Fase

Sexta-feira, 4 de maio de 2018

Bem-vindo a Primeira Fase da XL Olimpiada Brasileira de Matemaética - Nivel Universitario
e do VIII Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether

e Marque seus resultados na folha de respostas anexa. Cada resposta correta vale um ponto.
e Duracgao: 3 horas.

e Lembre-se de que vocé nao pode usar calculadoras, telefones celulares, tabelas, livros, anotagoes,
etc.

e Nao comente nem divulgue esta prova até o dia 6 de maio.

1. Um tridangulo equilatero é cortado da maneira indicada na figura 1 e as partes s@o usadas
para formar a figura 2.

AN

Qual é a forma da figura 27

(a) Um quadrado  (b) Um retangulo (¢) Um losango (d) Nenhuma das anteriores

2. Sejam f,g: R — R fungoes tais que f(z+g(y)) = —x +y+ 1 para cada par de niimeros reais
x ey. Qual é o valor de g(z + f(y))?
(a) x+y—1 (b)x—y+1 (c) —x+y+1 d) —z+y—1



10.

11.

. Quantas fungoes f :{1,2,3} — {1,2, 3} satisfazem f(f(z))

. Quantas permutacoes a1, a9, as,aq de 1,2, 3,4 satisfazem a condicao de que, para k =1, 2,3,

a lista aq,...,a; contém um numero maior do que k?

(a) 10 (b) 11 (c) 13 () 15

. Considere a propriedade de que cada elemento a de um grupo G satisfaca a®? = e, sendo e

o elemento identidade do grupo. Qual das seguintes afirmacoes nem sempre vale para um
grupo G com essa propiedade?

(a) G é comutativo (b) G tem ordem infinita ou par (c) G é Noetheriano (d) G é espaco
vetorial sobre Zsg

. Considere o conjunto

A:{J+1® j:1,2,3,...}.
4

Qual é o menor nimero que pertence ao conjunto A?
(a) 2 (b) 5 (c) 10 (d) 20

. Dado um triangulo equildtero ABC no plano, quantos pontos P no plano sao tais que os trés

triangulos APB, BPC e CPA sao is6sceles e nao degenerados?
(a) 1 (b) 4 (c) 7 (d) 10

A menos de isomorfismos, quantos grafos simples de quatro vértices existem?

(a) 4 (b) 5 () 9 (d) 11

. Um estudante vai prestar um exame no qual tem que resolver trés problemas escolhidos ao

acaso de uma lista de 10 problemas possiveis. Ele serd aprovado se resolver corretamente dois
problemas. Considerando que o estudante sabe resolver cinco dos problemas da lista e nao
sabe resolver os outros, qual é a probabilidade de que ele passe no exame?

(2) 15 (b) 3 (c) 3 (d)

PN

= f(f(f(z))) para todo z?
(a) 12 (b) 10 (©) 9 (d) 16

Quantos pares ordenados de niimeros reais (a, b) satisfazem a igualdade
sin®

1
llm ——— = -7
z—0 e —2bxr —1 2

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) infinitos

Considere a familia F de todas as fungoes derivaveis f : R — R que satisfazem, para qualquer
par de nimeros reais = e y, a seguinte condicao:

f(afi:i:(y) _ <372+?J>



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Qual dos enunciados a seguir é verdadeiro?

(a) F é a familia de todas as fungoes constantes  (b) F é a familia de todos os polinémios
(c) Todas as fungoes de F sao de classe C™ (d) Todas as fungoes de F sao da forma
fx)=ax+b

Seja ABC' um tridngulo equildtero. Escolhe-se ao acaso um ponto P no interior desse
triangulo. Qual é a probabilidade de que a soma das distancias do ponto P aos lados do
tridngulo ABC sejam as medidas dos lados de um tridngulo?

(a) (b) (©) (@)

N
Lol
(NI
=

Uma funcao continua f : R — R satisfaz f(z)f(f(x)) = 1 para todo z real e f(2020) = 20109.
Qual é valor de f(2018)7
(a) 508 (b) 5055 (c) 2019 (d) 2018

Qual é a média aritmética de todos os valores da expressao
lar — az| + |as — a4]
na qual ap,az, a3, as é uma permutagao dos elementos do conjunto {1,2,3,4}7

(a) 3 (b) 51 (c) 3 (d) 3

Um nidmero real a é escolhido de forma aleatéria e uniforme no intervalo [—3,4]. Qual é a
probabilidade de que todas as raizes do polinomio 3 4+ az? + ax + 1 sejam reais?

(a) 3 (b) 7 ()

e

(d)

Wl

Um nimero inteiro positivo de pelo menos dois algarismos escrito na base 10 é chamado
ascendente se os algarismos aumentam de valor da esquerda para a direita. Por exemplo, 123
é ascendente, mas 132 y 122 nao o sao. Quantos niimeros ascendentes existem?

(a) 502 (b) 503 (c) 511 (d) 513

Na figura, um semicirculo é dobrado ao longo da corda AN e intersecta o didmetro M N em
B. Sabe-se que MB: BN =2:3y MN = 10. Se AN = z, qual é o valor de z??




18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(a) 72 (b) 80 (c) 100 (d) 144

Considere a matriz

01 2
A={(0 0 1
000
Para quantos niimeros naturais n existe uma matriz real X tal que X" = A?
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) infinitos

Qual é a maior quantidade de solugoes complexas z que pode ter um sistema da forma

lz—=1]||]z+ 1] =1
Im(z)=10b 7

(onde b é uma constante real). (a) 0 (b) 2 (c) 3 (d) 4

Qual é a maior quantidade de pontos que podem existir num plano de modo que cada distancia
entre quaisquer dois deles seja um ntmero inteiro impar?

(a) 3 (b) 4 () 5 (d) 6

Considere p(z) = 2" + a,_12" "' 4+ -+ a1z + 1 um polindémio de coeficientes reais positivos,
grau n > 2 e com n raizes reais. Qual das afirmacoes a seguir é sempre verdadeira?

(a) p(2) < 202" ' +1) (b) p(1) <3 (c) p(1) > 27 (d) p(3) < 327! — 2)

Qual é o valor da integral imprépria [; log(sin(z))dz?
(a) mlog2 (b) log2 (c) —log2 (d) —mlog2

Para quantos niimeros primos p o niimero p> — 4p + 9 é um quadrado perfeito?
(a) 2 (b) 3 (c) (d) 7

Qual é o valor da série

1
Z 5l3mon ?

1<l<m<n
(a) 55 (b) 15 (c) 5 (d) %

Considere o grupo de automorfismos do grupo aditivo Z/(10) dos inteiros médulo 10, ou seja,
A={p:Z/(10) = Z/(10) | ¢ é automorfismo}.

Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
(a) A ordem de A é par (b) A é abeliano (c¢) Existe ¢ # Id em A com ordem impar (d)
A x A nao é ciclico



VIII Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether 2018
Segunda Fase

Sexta-feira, 8 de junho de 2018

Bem-vindo a Segunda Fase do Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether.

Instrucoes

e Leia com cuidado estas instrugoes antes de comecar a prova.

e Em cada folha, no canto superior direito, vocé deve indicar seu nome (ou iniciais), o nimero
do problema em que vocé esta trabalhando e o niimero da folha.

e Responda as perguntas justificando todos os seus passos. Cada problema vale 10 pontos e
serao dados pontos parciais por avancos na direcao da solucao de cada problema.

e Lembre-se que nao se pode usar calculadoras, telefones celulares, tabelas, livros, anotacoes,
ete.

e Vocé tem meia hora para fazer perguntas sobre as redagoes dos problemas e para pedir a
definicao de algum conceito que vocé nao entenda.

e Vocé tem 4 horas e meia para resolver a prova.
e Os resultados serao divulgados nas préximas semanas por e-mail.

e Os problemas desta prova devem ser mantidos confidenciais até a segunda-feira, 17 de junho
de 2018.



Problemas

. (10 pontos) Considere trés nimeros reais positivos a, b, ¢ tais que a + b+ ¢ = 4 e abc = 1.
Prove que
a® +8a > (b—c)%

. (10 pontos) Determine todas as matrizes A € Mapigx2018(C) tais que

A2 + 20171 = 2018A.

Nota. I denota a matriz identidade.

. (10 pontos) Prove que a seguinte série converge e determine seu valor:

> n—yvn—1
Earcsen <\F> .

. (10 pontos) Prove que existe um nimero real positivo C' > 1 com a seguinte propiedade: Para
quaisquier (n, s,t) inteiros positivos com s, ¢ primos entre si, s > (n — 1)t, e t > 1 temos:

mmc[s, (s — t), (s — 2t),...,(s — (n — 1)t)] > C™.

. (10 pontos) Sao escolhidos aleatoriamente 2018 pontos com probabilidade uniforme em um
disco. Determine a probabilidade de que o centro do disco fique dentro da envoltéria convexa
desses 2018 pontos.

. (10 pontos) Seja F' um grupo livre gerado por n letras, com n > 2. Prove que para qualquer
homomorfismo nao nulo
p: =7,

o subgrupo
{9 € Flo(g) = 0}

nao é finitamente gerado.



