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PROBLEMA 1

Em um quadrilatero convexo ABCD tem-se que:
e R e S sao pontos no interior dos segmentos CD e AB, respectivamente, com
AD =CR e BC=A4S.
e P e QO sao os pontos médios de DR e SB, respectivamente.

e M € oponto médiode AC.

Sabendo que ZMPC + ZMQA=90°, demonstre que 4BCD é um quadrilatero ciclico.

PROBLEMA 2
Demonstrar que todo inteiro positivo pode ser representado como soma de poténcias de 3,

4 e 7 de modo que nao aparegcam na representacdo duas poténcias com a mesma base e
0 mesmo exponente.

Por exemplo: 2=7"+7" e 22=3*+3%+4' ndo séo representacdes validas, mas 2=3"+7" e

22=3+3"+4"+4°+7" s3o validas.

PROBLEMA 3

Considere o produto P, =1!-2!.3!-....n! onde n!=1-2-3-...-n para todo » inteiro positivo.

a) Encontrar todos os inteiros positivos m para os quais Lz'o € um quadrado perfeito.
m:

b) Demonstrar que existem infinitos valores de » para os quais P”' € quadrado perfeito para
m:

pelo menos dois valores inteiros positivos de m .

Duracgao da prova: 4 horas Versao Portugués

Cada problema vale 10 pontos
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PROBLEMA 4

Para cada inteiro n>4 consideram-se m subconjuntos A4,,4,,4,,....,4, de {1,2,3,...n} tais
que:

A4, tem um elemento

4, tem dois elementos

4, tem m elementos
e nenhum destes subconjuntos esta contido no outro.

Encontrar o maior valor possivel de m.
PROBLEMA 5

Seja ABC um tridngulo acutangulo com /BAC =60° de incentro [ e circuncentro O. Seja
O' o ponto diametralmente oposto a O na circunferéncia circunscrita do tridngulo BOC .
Demonstrar que

10'=BI+1C.

PROBLEMA 6

Dizemos que a sequéncia a,,a,,a,,... de inteiros positivos & alagoana se para todo » inteiro
positivo verificam-se simultaneamente as duas condi¢des seguintes:

®aq,=a,-a,..a,
® q, € a n-ésima poténcia de um inteiro positivo.

Determinar todas as sequéncias que sao alagoanas.

(Observe que n!=1-2-3-..-n. Por exemplo, 4!=1-2-3-4=24. Assim, nossa sequéncia
satisfaz, por exemplo, a,, =a, =a,-a,-a,-a,.)

Duracgao da prova: 4 horas Versao Portugués

Cada problema vale 10 pontos



