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Problema 1. Encontre todas as fungdes f : (0, 4+00) — (0, 400) que satisfazem
(i) f(zf(y)) = yf(=z), Vz,y > 0,
(i) ,lim_ f(z) =0.

Problema 2. Uma jibéia de tamanho k é un grafo com k + 1 vértices {0,1,...,k — 1, k} e arestas somente
entre os vértices i e i + 1 para 0 < i < k. A jibéia se coloca em um grafo G mediante uma injecéo de grafos.
(Isto é, uma funcao injetiva dos vértices da jibéia nos vértices do grafo tal que, se existe uma aresta entre os
vértices z,y da jibdia, entdo existird uma aresta entre os vértices f(z) e f(y) em G).

A jibéia pode caminhar sobre o grafo G usando 2 tipos de movimentos de cada vez. Se a jibdia inicialmente
estava nos vértices f(0), f(1),..., f(k), passa aos vértices f'(0), f'(1),..., f'(k) escolhidos de uma das seguintes
2 formas:

(1) Escolhe-se um vértice v adjacente a f(k) tal que v ¢ {f(0), f(1),..., f(k)} e a jibGia agora passa aos
vértices f'(0),..., f'(k) com f'(k) =ve f/(i)= f(i+1) para0 < i < k.

(ii) O outro movimento possivel é escolher v & {f(0), f(1),..., f(k)} adjacente a f(0) e agora f'(0) = v e
fG)=f(i—1) para0 <i < k.

Note que em ambos os casos f' é uma injegdo de grafos. Prove que se G é un grafo conexo con didmetro
d entao € possivel colocar uma jibéia de tamanho [d/2] em G de tal maneira que a jibéia possa alcangar
caminhando qualquer vértice de G.

Nota. Um grafo é conexo se para cada par de vértices existe um caminho (jibéia) entre eles. A distdncia entre dois
vértices de um grafo conexo se define como o tamanho do caminho (jibéia) mais curto entre dois vértices. O didmetro de
um grafo é a maior destas distancias.

Problema 3. Considere o retangulo R no plano cujos vértices sao (0,0),(0,1),(a,1) e (a,0), onde a =
(V5 +1)/2. Considere uma espiral contida neste retangulo (como no desenho abaixo), passando pelos pontos
(0,0), (1,1) e tal que a curva é semelhante & sua intersegao com o retangulo R cujos vértices sao (1, 1), (a, 1), (a,0)
e (1,0) (e é semelhante a R).
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(a) Quais sdo as coordenadas do “ponto limite” desta espiral ?

(b) Prove que esta curva nao pode ser uma espiral logaritmica.

Nota. Uma espiral logaritmica é uma curva cuja equagio em coordenadas polares é dada por r = ce®, ou seja, pode ser
parametrizada por (cew cos 8, ce®?sen #), onde b,c € R, ¢ > 0 e # percorre os niimeros reais ou uma semirreta de niimeros
reais.

A pontuacao méxima de cada problema é de 10 pontos.
Tempo méximo: 4h 30m.
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Problema 4. Uma matriz A 2 x 2 é nilpotente se A% = 0. Seja N, o conjunto das matrizes A = (2 2)

nilpotentes com entradas inteiras tais que a = s. Encontrar todos os nlimeros inteiros s tais que o conjunto
N seja infinito.

Problema 5. Dizemos que A C R¥, (k = 1,2), é um aberto denso se,
(i) para todo z € A, existe um § > 0 com B(z,0) C A, e
(ii) para todo p € R¥ e todo € > 0, B(p,e) N A # 0,

onde B(w,r) = {g € R¥ | ||g — w|| < r} denota a bola aberta de centro w e raio r. Dizemos que R C R*
é um residual se existe uma sequéncia (Ay)nen de abertos densos em R* tais que NpenAn C R.

Determine se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) Se A C R? é um aberto denso entédo existe U C R aberto denso tal que, para todo y € U, o conjunto
{z €R | (z,y) € A} é um aberto denso.

b) Se R C R? é um residual entdo existe S C R residual tal que, para todo y € S, o conjunto
{z e R|(z,y) € R} é um residual.

Nota. O sfmbolo ||z|| denota a norma euclidiana de x em R*. Se z,y € R, ||z|| = |z| e ||(z,y)I| = V2% + ¥*.

Problema 6. Determine todas as operacoes binédrias comutativas e associativas no conjunto dos
nimeros inteiros % : Z X Z — Z tais que

(i) 0x0=0,e

(i) (z+ 2) * (y + 2) = (z * y) + 2 para quaisquer z,y, z em Z.

Nota. A operagio * é comutativa se = * y = y * T para quaisquer z,y € Z; é associativa se z * (y*2) = (z*y) * 2
para quaisquer z,Y,z € Z.

A pontuagao méaxima de cada problema é de 10 pontos.

Tempo méaximo: 4h 30m.



