40° OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

22 Fase— Nivel Universitario ,
PRIMEIRO DIA Olimplada

Brasileira de
Matematica
Problema 1.

Seja GL(IR) o conjunto das matrizes 2 X 2 inversiveis com elementos reais. Determine todos os pares de inteiros
positivos (m, n) com a seguinte propriedade: se A, B € GLy(R) sdo taisque A-B" =B"-Ae A-B" =B"- A,
entdo A e B comutam, i.e., AB = BA.

Problema 2.

Seja k um inteiro positivo e considere uma drvore T com k arestas. Seja K um grafo completo infinito e considere
uma coloragdo qualquer das arestas de K. Suponha que, para todo subconjunto infinito S C V(K), existe um
vértice v de S tal que uma quantidade infinita de cores é usada nas arestas de K[S] incidentes a v. Mostre que K
contém uma cépia de T com todas as arestas de cores diferentes.

Observacdo: Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos. Um grafo K é completo se tem conjunto de vértices
V(K) e dois vértices distintos quaisquer de V(K) formam uma aresta de K. Finalmente, K[S] denota o subgrafo
induzido pelo conjunto de vértices S, i.e., o grafo constituido por todas as arestas de K que conectam dois
vértices de S.

Problema 3.

Seja f(x,y) um polindmio em duas varidveis reais tal que os polindmios % (x,y)e % (x,y) sdo divisiveis por

x? +y? — 1. Prove que existem um polindmio g(x,y) e uma constante c tais que

flxy) =gl y) (P +y*—1)* +c
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Problema 4.

Dado n inteiro positivo determine o valor méximo de
XA+t

para x;, com 1 <j < n, nimeros reais satisfazendo x; +x, + ...+ x, =0e x% + x% + ..+ x%, =1

Problema 5.
Sejam R o conjunto dos niimeros reais positivos e f : Rt — R™ uma funcdo infinitamente diferenciavel tal
que:

1. Para todo k inteiro positivo e para todo real positivo x, f¥)(x) > 0. (f*) representa como de costume a
k-ésima derivada).

2. Para todo m inteiro positivo, f(m) é inteiro positivo.

Prove que para todo inteiro positivo n, f(n) > 2"~ 1.

Problema 6.

Considere 4n pontos no plano, sem trés colineares. Utilizando esses pontos como vértices, podemos formar

(43") triingulos. Mostre que existe um ponto X do plano que pertence ao interior de pelo menos 21> desses
tridngulos.
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