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Nivel U e Formas Lineares em Logaritmos a la Baker

1. ALGEBRICOS X TRANSCENDENTES

Um numero algébrico é qualquer raiz, real
ou complexa, de uma equacao algébrica, ou seja
de um polindmio, com coeficientes racionais.
Em outras palavras, sao as raizes de equacoes

do tipo
(1) apzr" + a4+ +a, =0,

onde todos os ag,ai,...,a, sao racionais e
ap # 0. Um numero que nao é algébrico, é
dito transcendente, ou seja, se 0 mesmo nao
¢é raiz de nenhum polinomio com coeficientes
racionais. A palavra transcendente, vem do
latim transcendeére que significa ‘transcender’.
Esse termo foi usado pela primeira vez por G.
Leibniz, em 1682, e segundo L. Euler, significa
que esses numeros possuem o poder de tran-
scender operagoes algébricas.

Se a equagao (1) for irredutivel, ou seja, se
o lado esquerdo nao pode ser escrito como o
produto de dois polinomios com coeficientes
racionais, entao o seu grau serda o grau do
algébrico a que a satisfaz. Uma raiz de (1)
quando ag = 1, é dita um inteiro algébrico. De-
notamos por Q o conjunto de todos os niimeros

algébricos.

Exemplo 1. Todo numero racional p/q é

algébrico de grau 1, pois satisfaz gr — p = 0,

e tal polinomio é irredutivel. Também temos
nimeros irracionais que sao algébricos, tais
como V2 e v/34++/5 que satisfazem 22 —2 =0 e
2 — 162% + 4 = 0, respectivamente. Saindo do
universo dos reais, temos numeros complexos,
tais como i e v/4i que também sdo algébricos,

pois sao rafzes de 22 +1=0¢e 25+ 16 = 0.

Acabamos de ver alguns exemplos de
numeros algébricos, mas e de numeros tran-
scendentes? Bem, apesar da definicao de tran-
scendéncia datar do século XXVII, e L. Eu-
ler ter conjecturado a transcendéncia de e
e m no século XXVIII, s6 foram conhecidos
os primeiros exemplos de numeros transcen-
dentes em 1844, quando J. Liouville, usando
o fato de que algébricos nao podem ser “muito
bem” aproximados por racionais, mostrou que

o0 numero

(= Z 10~™ = 0.110001000000000000000001 . . .
n>1

conhecido como constante de Liouville, era

transcendente. Na verdade, Liouville fez bem

mais que isso. Ele construiu uma classe de

numeros, conhecidos como Numeros de Liou-

ville, que é um conjunto nao-enumeravel de

nimeros transcendentes. Para mais detalhes,
veja COLOCAR REF.



Apenas em 1873, C. Hermite provou a tran-
scendéncia de e, e, 9 anos depois, F. Lin-
demann extendeu o método de Hermite para
mostrar que 7 também é transcendente, como
consequéncia da transcendéncia de e®, para
a algébrico nao nulo. Em 1885, K. Weier-
strass simplificou os trabalhos de Hermite e
Lindemann e provou que: se ajp,as,...,Q,
sao numeros complexos, L.I. sobre Q, entao
os numeros e*, e*2, ... e* sao algebricamente

independentes.

2. O SETIMO PROBLEMA DE HILBERT

Em 1900, no 2° Congresso Internacional de
Matematicos (ICM), o alemao D. Hilbert apre-
sentou a sua famosa lista de 23 problemas, que
iriam guiar as pesquisas matematicas no século
seguinte. Varios destes problemas se tornaram
bastante influentes e ajudaram no desenvolvi-
mento de diversas areas. Dentre eles, o 7° prob-
lema, inspirado nos resultados de Hermite e
Lindemann, indagava sobre a transcendéncia
de poténcias de algébricos. Mais precisamente:
A expressao o, para base algébrica e expoente
algébrico nao racional, por exemplo o niumero
\/5\/5 ou e = "% sempre representa um
numero transcendente, ou pelo menos irra-
cional?

Essa questao foi completamente resolvida,
34 anos apos ser apresentada por Hilbert, de
maneira independente, por dois matematicos:
A. O. Gelfond e T. Schneider, originando o

famoso teorema a seguir.

Teorema 2 (Gelfond-Schneider). Seja a €
Q- 1{0,1} e B € Q — Q. Entdo, o é tran-

scendente.

Além de gerar incontaveis exemplos de
numeros transcendentes, algo que nao ¢é trivial,
o Teorema de Gelfond-Schneider possui uma
consequéncia interessante sobre combinacoes
lineares de logaritmos. Mais precisamente,

temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3. Sejam a1, s, 31, 2 numeros
algébricos nao nulos, com log oy, log as linear-

mente independentes sobre Q. Entao

Bilogay + Balogag # 0.

Demonstragao: Por contradigao, suponha
que existem «q,a0,3; e [ satisfazendo as

hipoteses dadas, tais que

(2) Bilog ay + B2 log ay = 0.
Entao,
_& — log oy _ a*ﬁl/ﬁQ
Po  logap ? ! '

Assim, pelo Teorema de Gelfond-Schneider,
p1/P2 € Q, pois caso contrario ap nao seria
algébrico. Agora, dividindo ambos os lados de

(2) por (3, conseguimos

é log ai; 4+ log ais = 0,

52
~—
€Q

o0 que contraria a independéncia linear de

log a1, log as sobre Q. Portanto,

Bilog ar + Pz log az # 0.



log3 ~
log 5 € um

Exemplo 4. Vamos mostrar que
niumero transcendente, usando o Corolario 3.
De fato, primeiro observe que log 3 e log sao
Q-L.I., pois caso contrario terfamos 3¢ = 5°,
para algum par a,b de inteiros, contradizendo

o Teorema Fundamental da Aritmética. As-

log 3
log 5

sim, se tivéssemos = a € Q, entao

alogh — log3 = 0, contrariando o Corolario.
log 3

Portanto, Toos ¢é transcendente.

3. O TEOREMA DE BAKER

O Corolério 3, nos d4 uma importante refor-
mulagao do Teorema de Gelfond-Schneider: Se
a1, (o, B1, Ba sdo numeros algébricos, entao sua
independéncia linear sobre Q e Q sdo equiva-
lentes. Foi conjecturado, e entao provado por
A. Baker em 1966, que esse fato seria valido
para uma quantidade qualquer de logaritmos.

Precisamente,

Teorema 5  (Baker). Se «ai,...,q,

sao numeros algébricos nao nulos, tais
Q-L.I., entao

que logay,...,loga,, sao

1,log oy, ..., loga, sdo Q-L.I.

A seguir, vamos apresentar algumas con-
sequéncias deste importante teorema, funda-
mental para a distincao da Medalha Fields
(1970), dentre outras honrarias, ao britanico
A. Baker. Suas demonstragoes, sao deixadas

como exercicio para o leitor.

Teorema 6. Dados oy, ..., «a, algébricos nao

nulos, e A1, ..., 8, numeros algébricos, tais que

(3) Bilogay + -+ + B, log a,, # 0.

Entao, flogay + --- + B,loga,, é transcen-

dente.
Teorema 7. Se aq,...,qn, By, b1, .., s sao
algébricos nio nulos, entdo e®a’! - af é um

numero transcendente.

Teorema 8. Dado o € @*, entao 7™ + loga é

transcendente.

4. FORMAS LINEARES EM LOGARITMO

O Teorema 6 nos diz que, somas do tipo
A = By log ay+- - -+, log av,,, onde por exemplo
os b;’s sao inteiros e os «;’s sao algébricos, tém
duas possibilidades: podem ser nulas ou tran-
scendentes. No segundo caso, quando A # 0,
A. Baker mostrou, além da sua transcendéncia,
que este numero deve “respeitar” uma certa
distancia da origem. Mais precisamente, que

temos nesse caso
(4) Al > (eB)™¢,

onde B := max{|b],...,|b|]} e C =
C(aq,...,a,,n) é uma constante computével.

A priori, esse pode parecer um fato nao
muito interessante, mas na realidade esaa é
uma ferramenta que vem sendo utilizada por
muitos matematicos, com o intuito de encon-
trar solugoes para equacoes Diofantinas ex-
ponenciais, ou até mesmo obter resultados
assintéticos. O método de Baker consiste ba-

sicamente nos seguintes passos:

(1) Suponha que temos uma equagao Dio-
fantina F'(x,y) = 0, onde queremos en-
contrar as solugoes x, y nos inteiros pos-

itivos.



(2) Primeiro, usando desigualdades ou
ferramentas algébricas, transformamos
F(z,y) = 0 em uma desigualdade da
forma |A] < k7%, onde &k > 0 é con-
stante e A = bylogal + --- + by log oy
¢ uma forma linear nao nula, com
coeficientes algébricos dependendo da
equacao inicial.

(3) Usando os limitantes para formas lin-
eares em logaritmo, como em (4), con-
seguimos |A| > exp(—C'logx), onde C
¢ uma constante.

(4) Combinando as desigualdades obtidas
para |A| em (2) e (3), obtemos

x - C
logxz ~ logk

(5) Como z/logz — oo quando z — oo,
entao a mesma nao pode ser limitada
donde apenas uma quantidade finita de
valores podem satisfazer a desigualdade
acima, e conseguimos um limitante su-
perior max{z,y} < K, para algum K >
0.

(6) Agora, com as varidveis limitadas,
basta usar de ferramentas com-

putacionais para verificar os casos

max{z,y} < K.

Apébs o resultado de A. Baker, varios refi-
namentos foram obtidos por diversos autores,
principalmente ao restringir a quantidade de
logaritmos da forma linear. Nessa diregao,
enunciamos dois resultados que vamos uti-
lizar nas aplicagoes que virao posteriormente.

Nestes resultados, utilizamos

Teorema 9 (Laurent-Mignotte-Nesterenko).
Sejam by, by inteiros positivos e aq,aq
algébricos reais positivos, sendo multiplicati-
vamente independentes. Seja A = by loga; —

bylogas, d = [Q(aq,as) : Q] e Ay, Ay tais que

loga;| 1
IOgAZ > max{h(ozi), | OiaZ|,C—Z}, = ]_,2

Além disso, tome

b n by
" dlogA,  dlog Ay

b/
Entao,
(5)  log|A| > —24.34 - d*B*log A, log A,

onde B = max {logb’ +0.14, %, % .

Note que o Teorema 9, é para o caso em que
temos uma forma linear em apenas dois loga-
ritmos, e com esse refinamento ja se diminui
bastante os limitantes originais de Baker (por
exemplo, a constante 24.34 do resultado ante-
rior, seria da ordem de 10® no Teorema origi-

nal).

Teorema 10 (Matveev). Sejam «q,...,q
nimeros reais algébricos e by, . . ., b; inteiros nao
nulos. Defina A := a8 ---a? — 1. Sejam
D = [Q(aq,...,a¢) : Q] e Ay, ..

reais positivos satisfazendo

., A; numeros

A; > max{Dh(«a;),|loga; |,0.16},

para j = 1,2,3. Tome B > max{|b],...,|b|}.
Também defina C; p := 1.4 x 30773 x t+°D?(1 +
log D).

Se A # 0, entao

| A |> exp(=Cyp(1+log B)A; - -+ Ay).



Nos resultados anteriores, temos que a altura
logaritmica(ou altura de Weil) de um ntmero

algébrico a, de grau n, é dada por

1 - )
(@) = Logla] + 3 logmas(1.]a%]}),

Jj=1
onde a ¢é o coeficiente lider do polindomio mini-
mal de a (sobre Z) e (a);<;<, sdo os conju-

gados de a.

5. APLICACOES

1. Encontre todas as solugoes naturais da
equacao
13™ — 46" = 81,

2. Encontre todas as solugoes da equacao
9™ — 47" = 544,
em inteiros positivos m, n.

3. Exiba um limitante para o nimero de

solucoes de
F, n — yta

onde (F},), é a famosa Sequéncia de Fibonacci.



