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H& algum tempo, no mundo das olimpiadas de matematica, tem aparecido questoes que ”mistu-
ram” assuntos como, por exemplo, teoria combinatéria dos niimeros, geometria combinatoéria, funcoes
com teoria dos ntimeros e etc. A ideia principal desse material serd apresentar algumas ideias para
resolver questoes que envolvem polindmios com teoria dos nimeros. Para isso, esse material esta
estruturado da seguinte forma:

1. Analisar valores

1.1. Construir um polindémio esperto

1.2. Provar a inexisténcia do polinomio
2. Analisar alguma propriedade polinomial
3. Analisar alguma propriedade de TN

4. Qutras ideias

Antes de continuar, é valido ressaltar que, normalmente, as questoes que envolvem esse as-
sunto sao do tipo "ou vocé ja viu antes alguma ideia parecida e consegue evoluir ou nao con-
segue desenvolver”, fato esse que aumenta a importancia desse material. Outro fato impor-
tante a ser citado é que sera considerado que o leitor tem conhecimento prévio minimo da teoria de
polinomios como, por exemplo, divisao de polinomios e polinomio minimal.

Sem mais delongas, vamos ao que interessa.

1 Analisar valores

Comecemos, entao, pelo mais simples: analisar valores. As questoes desse tipo envolvem, com
) ) )
frequéncia, uma das duas situagoes a seguir:

e encontrar um exemplo de polinomio que satisfaga uma propriedade especifica definida no enun-
ciado;

e provar que o polindomio nao existe.

Para entender melhor, vejamos um exemplo:



Problema 1 (Russia/2017) Sejam a, b e ¢ trés inteiros positivos dados, dois a dois distintos. Existe
um polinémio do 2° grau P(x) = kz* +lx +m, com k, [ e m inteiros e k > 0, tal que existem outros
trés inteiros d, e e f para os quais temos que P(d) = a3, P(e) =0® e P(f) = 3?7

Solucao: Sim. Basta tomar:

Plz) = 2°—(x—a) (x—b) - (x—c)
= (a+b+c)—(ab+bc+ ca)-x+ abc
———

k>0

Se analisarmos bem o enunciado nao parecia dificil pensar no polinémio da primeira linha. Para
fixar melhor essa ideia de tomar um polinomio ”esperto”, estudemos a préxima subsecao:

1.1 Construir o polinémio esperto

O objetivo dessa subsecao é apresentar ideias para montar um polinémio ”esperto” que resolva a
questao. Vejamos um exemplo disso:

Problema 2 (IMO/SL - 2005) Sejam a, b, ¢, d, e e f ntmeros inteiros positivos. Sabendo que a
soma S =a+b+c+d+ e+ f divide tanto (abc 4+ def) como (ab+ bc + ca — de — ef — fd), prove
que S é composto.
Solucao: Consideremos o polinomio:
Plz) = (x+a)-(z+b)-(z+c¢c)—(r—d)-(x—e)-(z—f)
= S2*+ Qr+R

sendo @ = (ab+ bc+ ca —de —ef — fd) e R = abc + def. Dai, temos que:

S|Q,R=S|P(x) VeeZ
=|S|P(d)=(d+a) - (d+0b)-(d+c)

Por outro lado, como a, b, ¢ e d sao inteiros positivos, temos que:
S>max{d+a,d+bd+c}=Sfd+a Sfd+b Sfd+c

Portanto, S é composto, pois, caso contrario, pelo fato de S | P(d), entao ele dividiria pelo
menos um elemento do conjunto {d + a,d + b, d + c}. |

Notemos que, a partir de uma analise curta e descuidada do enunciado da questao anterior, ela
nao parece ser uma questao de polinomio. Dai, ressalta-se mais uma vez aquela famosa dica de que
somente o treino exaustivo de questoes pode levar um aluno a ser mais experiente nas questoes de
olimpiada de matematica.

Para nao ficarmos induzidos a sempre pensar que toda questao de polindmio comega sempre com
a tomada de um polinomio "esperto”, estudemos a subsegao a seguir.



1.2 Provar que o polindmio nao existe

Problema 3 (Vietna/2017) Existe algum polinomio P(x) com coeficientes inteiros que satisfaz:

P1+V2)=1+V2
P(14++v5)=2+3V5

Solugao: Suponha que existe tal polinomio. Considere a substituicdo Q(z) = P(z) — 1. Dai, temos
que @(x) é um polindémio com coeficientes inteiros tal que:

Q(V2) =2
Q(W5) =1+3V5

Do primeiro resultado, temos que /2 é rafz de Q(z) — z. Como o polinémio minimal de /2 é
x3 — 2, entao temos que: z° — 2| Q(r) — z.

Em outras palavras, podemos afirmar que existe um polinomio R(z) com coeficientes inteiros tal
que:

Q(z) —z = (2° — 2) - R(z)

Como R(z) tem coeficientes inteiros, entdo temos que existem a, b inteiros tais que R(v/5) =
a + by/5. Dai, substituindo z = v/5 em todas as equacdes ja destacadas até aqui, podemos concluir
que:

Q(V5-v3) = {(ﬁ)‘”’_z].(ﬁwg)
1+3V5-v5 = (5v5-2) - (a+bV5)
1+2V5 = (25b— 2a) + (5a — 2b) V5

Dali, temos que:

25h — 2a = 1).
{(5 =5 e —9mbez

(50— 2b = 2) .2

Concluindo, portanto, um absurdo! [ |

Notemos que, na solugao anterior, foram importantes conceitos como manipulacao algébrica (subs-
tituigdo de polindmios) e polindmio minimal. Aproveitemos, entdo, para ressaltar a importancia do
conhecimento teérico de polinomios para a a melhor compreensao dos assuntos desse material.

2 Analisar alguma propriedade polinomial
Em algumas questoes de polindmios com TN, nao estamos interessados em analisar os valores

em busca de provar a existéncia ou nao de um polindbmio, mas de analisar outras propriedades
relacionadas a polinomios como, por exemplo, as raizes. Vejamos um exemplo dessa ideia.

Problema 4 (Belarus/2017) Seja @, ---aiay a representacio decimal de 65F para algum k > 2.
Prove que o polinomio a,x"™ + - -- 4+ a1 + ag nao possui raizes racionais.



Solugcdo: Suponha que ha raiz. Como todos os a;’s sao nao negativos, entao, se ha raiz, ela é

negativa. Dai, seja _P uma de tais raizes com p, ¢ inteiros nao negativos e mdc(p,q) = 1. Dali,

temos que:

P(z) = ay - (—g)n+~~+a1~ (—g) +ag=0

Pelo algoritmo de divisao de polinomios, existem b;’s racionais (0 < i < n — 1) tais que:

P(x) = apa" + -+ a1z +ag = (qr +p)- (bn_lxn_l + .- +b1x+bo)
——
—%é raiz
sendo
ap=p-bo

anZQ'bn—l

Provemos que os b;’s sao inteiros. Para isso, da recorréncia anterior, podemos concluir que:

bi:a/i'__a/ifl'_+a/i72'__"'+<_1)l'a0'
p p? P’

Portanto, podemos concluir que:

: Vo<i<n—1
pz+1

beZep™la-p—a-p gt (1) a0 ¢ VO<i<n—1
n

Sendo tal fato verdadeiro a partir de (1) - ¢".
Agora, calculemos alguns a;’s e b;’s pequenos. De 65* = @, -~ arag, temos que:

2, se k=2
’a0:5‘ ’a1:2‘ CLQ—{G’ Sek>3

Fazendo x = 10 em (2), temos que:

P(10) = 65" = (10q + p) - [100 - Q(10) + 10b; + bo]

sendo Q(x) =b,_1 - 2" 3+ -+ + by - 2% + by um polindmio com coeficientes inteiros.
Sao fatos conhecidos relacionados as raizes dos polinomios

p|ao:>p|5:>’p:10up:5‘
q|an e a, édigito ém

Dai, finalmente, temos dois casos para concluir a questao:

Caso 1: Sep=1:

De (4), temos que (10g + 1) | 65

(1)

Por outro lado, 1 < ¢ < 9. Dali, olhando todos os (10g + 1)’s, vemos que esse caso nao gera

solugao.

Caso 2: Se p =b5:

De (4), temos que (10q + 5) | 65

Por outro lado, 1 < ¢ < 9. Dali, olhando todos os (10g + 1)’s, vemos que esse caso ainda

poderia gerar duas solugoes: ¢ = 2 ou ¢ = 6. Analisemos cada um desses casos:
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Caso 2.1: Se ¢ = 2:
De (3), temos que:

ap = p-bOM%:l
ay = pb1+Qb0%b1:0

a2,p,q;b1)=(2 ou 6,5,2,0)

Gy = prbytqb 2 (2006)=5-by+0= by &7

Caso 2.1: Se q = 6:
De (3), temos que:

CLO — p A bo (a07p):(575g bo — 1

(a1,p,9)=(2,5,6

a; = p'b1+Q'b0 2:5bl+6:>b1¢Z

Concluindo, assim, o absurdo. n

Nem sempre as questoes de polinomios com teoria dos numeros exige tantos conhecimentos
técnicos de polinomios. As vezes, € necessario o contrario: muito conhecimento de teoria dos ntiimeros
e pouco de polinomio. Para entender melhor quando pode ocorrer esse segundo caso, iremos para a
proxima secao.

3 Analisar alguma propriedade de TN

Em outras questoes, apesar de envolverem polinomios, o objetivo é estudar alguma propriedade
relacionada a TN. Para entender melhor, vejamos uma questao a seguir que envolve .

Problema 5 (Bulgdria/2018) Dado um polinomio P(z) = agz? + - -+ + asx? + ag com coeficientes
inteiros positivos e grau d > 2, considere a sequéncia:
b1 = Qo bn+1 =P (bn> Vn 2 1
Prove que Vn > 2 existe um nimero primo p tal que p divide b, e nao divide by - - - b, _1.
Solucao: Suponha que nao existe tal primo. Dai, temos que existe n > 2 tal que para todo fator

primo p | b, implica que p | b; para algum 1 < j < (n —1).
Tome p um fator primo de b, e seja b, = p” - ¢, com mdc(p,¢) = 1. Dai, temos que:

bny1 = P(by)

= ag-(p" O+ Fay- (00 + ag
r—l—l)

= a="0b (modp
Analogamente, por inducao, podemos concluir que:

bntiv1 = P (bnyi) = P (b)) = biyr  (mod le)
e, portanto, por indugao, segue que:

bp=by=-=bp=--- (modp™)



Sendo w,(b,) = r, conclui-se que:

7 =1, (bn) = vy (ban) = - = v (bgn) = -+

Seja j tal que p | b; para algum 1 < j < (n —1).
Analogamente, temos que:

Wp (bj) = vp (boy) = -+ = vp (bay) = -+

E consequentemente, podemos concluir que:

Portanto, para todo fator primo p de b,, temos que existe um j, com 1 < j < (n — 1), tal que
vy (bn) = v, (b;). Dal, temos que:

bn|bl.bQ.....bniljlbngbl.bQ ..... bnq‘ (5)

Por outro lado, temos que:

by =P (b, 1) >b> | =b, 1 < \Vby,

De forma anéloga, por inducao, podemos concluir que:

1
bnfk < \/bn7k+1 < \A‘/bnkarZ < < b%k

Dai, fazendo um produto telescopico, temos que:

_1 _1
0<byoby-voooby,y < b1 b 2. ub

n—1 1

i=1 o7

3&‘H

< bn < b,

Fato esse que é absurdo com (5). [

Notemos que a questao anterior era basicamente uma questao de sequéncias com TN que envolvia
quase nenhum conhecimento de polindmio. Por causa disso, algumas questoes que aparentemente
envolvem sequéncias e TN, sem parecerem envolverem polindmios, aparecerao na lista de exercicios
extras. H4a inclusive algumas que resolvem de forma semelhante a resolvida aqui.

Para finalizar nosso estudo, vejamos duas solugoes que concluirao nossos estudos desse assunto.

4 Qutras ideias

Nessa se¢ao, destinaremos a ver ideias avulsas na solugao de duas questoes distintas sobre o tema
desse material de forma a complementar nossos estudos e, ao mesmo tempo, revisar ideias ja vistas
nos nossos estudos até aqui,

Problema 6 (Sérvia/TST - 2013) Nés chamamos os polinomios A(z) = a,z™ + -+ + a1z + ag e
B(z) = bpa™ + - 4+ bix + by, com a,by,, # 0, de semelhantes se as seguintes condi¢oes acontecem:

i) n=m;
ii) Existe uma permutacao 7 do conjunto {0,1,---,n} tal que b; = a(; para cada 0 <1i < n.
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Sejam P(z) e Q(z) polindmios semelhantes com coeficientes inteiros. Dado que P(16) = 32912

encontre o menor valor possivel de |Q (32°12)].

Solugdo 1: Sabendo que 3?°'2 = 1 (mod 5), segue que:

Q(3*)=Q(1)=P(1)=P(16) =1 (mod 5) =||Q (3*°?)| > 1

Agora, vamos construir os polinomios P e () satisfazendo as condi¢oes do enunciado de forma
que Q (3%°'2) = 1. Sejam P(z) = ax®+br+ce Q(r) = cx®+ ax +b. Denotando m = 16 e n = 32012,
desejamos entao que o sistema:

am?>+bm+c=n
en?+an+b=1

possua alguma solugao (a, b, ¢) inteira. Isolando ¢ na primeira equagao e colocando na segunda, temos
que:

c=n—am?® —bm

nz(n—amz—bm)+an+b:1

n(m2n—1)a—|—(mn2—1)b:n3—1

Dai, basta que a tltima equagao tenha solucao (a,b) inteira. Pelo teorema de Bezout, isso é
equivalente a:
mdc (n (mzn — 1) , (mn2 — 1))| n®—1

fato que é verdadeiro, pois:

=d|n(mn—1)—m(mn*—1)=d|m-n

{d | n(m?n —1)
d| (mn*—1)

=d|(mn*—1)—n’(m—n)=d|n’ -1

Solugdo 2: Como demonstrado na parte inicial da primeira solucao: @ (3%°'2) # 0.
Para provar que @ (3%°'?) = 1 sabendo que P (3%°'?) = @ (3%°'?) (mod 3?2 — 1), nés vamos
impor uma condicao extra:

P (32012) — P(16) — 32012

Dai, temos que:

P(z) = (z —16) - (z — 3°"%) - R(z) + 3" (6)

sendo R um polindmio que serd escolhido (serd provado posteriormente a existéncia de tal R) de
forma que P seja da forma:

P(z) = a,2" + -+ agr® + (c+ )z + ¢
para algum c € Z. Dai, tomando ) da forma:
Q(7) = apz™ + -+ + agx® + cx + (c+ 1)
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teremos, entao, que:

Q (32012) —p (32012) _ (32012 _ 1) =1

Agora, falta provar sé a existéncia de R. Tomemos R(x) = ax + b. Notemos que os ultimos dois
termos de P(z) em (6) sao:

[16-3%"%a — (16 + 3*"%) b] = 16322 + 3212

Com isso, para que tenhamos a solugao (a, b) inteira desejada (e consequentemente o R desejado),
basta que a equacao abaixo tenha solucao:

16 -3*%a — (16 - 3% 416 + 3*"%) b =1

fato que é verdadeiro pelo teorema de Bézout, pois mdc (16 - 32912 (16 - 32912 + 16 4 32°12)) = 1. &

Problema 7 (Coreia do Sul/2018) Determine se existe ou nao dois polinémios P e @, cada um com
grau nao menor que 2018, com coeficientes inteiros e tais que:

P(Q(z)) =3Q (P(z)) +1

¢ verdade para todo ntimero real x.

Solucao 1: A resposta é sim.

Vamos tentar, recursivamente, encontrar solugoes para a equacao polinomial do enunciado. Seja
(P(x), Q(z)) uma solucdo polinomial para equagao do enunciado para todo x real. Matematicamente,
temos que:

P(Q(z)) =3Q (P(z)) +1
Substituindo x por P (Q (P(x))), podemos concluir que:

P(Q(P(Q(P(r))))) =3Q (P (P(Q(P(x)))) +1

E, portanto, temos que (P (Q (P(x))), Q (P(z))) é também uma solucao polinomial para equagao
do enunciado para todo x real concluindo, assim, nossa recorréncia.

Dai, tomemos Py(z) = 2> + 3z + 1 e Qy(x) = 32* + 92 + 6. Notemos que (Py(x), Qo(r)) satisfaz
a equacgao do enunciado. Agora, definamos as recorréncias polinomiais a seguir:

Prii(z) = Po (@ (Pa(z)))  Cnaal(e) = Qn (Pa(x))Vn =0

Pela recorréncia ji demonstrada, temos que (P,(z), Q,(z)) satisfaz a equagao polinomial do
enunciado para todo n inteiro nao negativo. Além disso, como estamos apenas fazendo operagoes
de soma e produto, é imediato ver que P,(z) e Q,(z) tém ambos coeficientes inteiros. Por tltimo,
podemos ver que cada recorréncia aumenta os graus de P,(x) e @,(z) de forma que, certamente,
para algum n, teremos os graus de P,(z) e ¢,(z) passando de 2018.

Portanto, fica provada a existéncia de tais polinomios. [ |

Solucao 2: Sim. Basta perceber que os polinomios a seguir:

(6 +3)" — 1 (6z43)""'—1
2 2

sao solucao. Dai, basta fazer n = 2019. [ |

P, (r) = P(r) =

Chegamos, aqui, ao fim de nossos estudos. Para melhor assimilar o assunto, tentemos resolver
cada um dos exercicios extras a seguir.



5 Exercicios extras

Problema 8 (Polonia/2016) Seja p um ntimero primo. Encontre todos os nimeros nao negativos n
para os quais o polinémio P(z) = z* — 2(n+p)z? + (n — p)? pode ser reescrito como produto de dois

polinémios quadraticos P; e P, sendo ambos polindmios com coeficientes inteiros.

Problema 9 (Hong Kong/TST - 2018) Encontre todos os polinémios P com todos os coeficientes
inteiros nao negativos tais que P(1) =7 e P(2) = 2017.

Problema 10 (Lusofonia/2016) Suponha que um nimero real « é raiz de um polinémio com coefici-
entes inteiros P(z) = a, - 2" +-- -+ a1 - x +ag. Considere, entdo, G = |a,|+- - -+ |a1| + |ag|. Dizemos
que G é um gingado de a. Por exemplo, como 2 é raiz de P(z) = 2*> —x — 2, G = [1|+ |1] +[2| =4
¢ um gingado de 2. Qual é o quarto maior nimero real « tal que 3 é um gingado de a?

Problema 11 (Russia/2016) Seja n um inteiro positivo e sejam kg, ky, ko, - - - , ko, inteiros nao-nulos
tais que kg + k1 + -+ - + ko, # 0. E sempre possivel encontrar uma permutacao (ag,as,--- ,asz,) tal
que a equagao

2 2 1
Qg - 2%+ Gy 2" 4 g =0

nao tenha raizes inteiras?

Problema 12 (Grécia/2017) Seja u a raiz positiva da equagao 2% +x — 4 = 0. Sendo n um inteiro
positivo, sabe-se que o polinomio:

P(z) = ap2™ + ap_12" + -+ ag
tem coeficientes inteiros nao negativos e P(u) = 2017.
a) Prove que ap+a1+---+a, =1 (mod 2).

b) Encontre o valor minimo possivel da expressao ag + a3 + -+ + ay,

Problema 13 (Canadd/2016) Encontre todos os polinémios P(x) com coeficientes inteiros tais que
P (P(n) 4+ n) é um numero primo para infinitos valores inteiros n.

Problema 14 (IMO/SL - 2011) Considere um polinomio P(z) = H?zl(:v +d;), onde dy,dy, - - ,dg
sao nove inteiros distintos. Prove que existe um inteiro NV, tal que para todos inteiros x > N, o

nimero P(x) é divisivel por um nimero primo maior que 20.

Problema 15 (IMO/SL - 2017) Seja p > 2 um numero primo. Eduardo e Fernando participam de
um jogo praticando jogadas de forma alternada: em cada movimento, o jogador escolhe um indice @
no conjunto {1,2,--- ,p — 1} que nao foi escolhido anteriormente por nenhum dos dois jogadores e
escolhe um elemento a; no conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Eduardo é o primeiro a jogar. O jogo
termina quando todos os indices foram escolhidos. Entao, apds todas as escolhas, o niimero a seguir
é calculado:

p—1
M = ag + a;110 + a210° + -+ + a1 10P7" =) " a;. 10"
=0

O objetivo de Eduardo eh fazer com que M seja divisivel por p e o objetivo de Fernando é evitar
isso. Prove que Eduardo tem uma estratégia vencedora.



Problema 16 (China/TST - 2016) Sejam c¢,d > 2 numeros naturais. Seja {a,} uma sequéncia
satisfazendo

a, =c an+1:aZ+c Yn>1
Prove que Vn > 2 existe um niimero primo p tal que p divide a,, e nao divide a; - - a,_1.
Problema 17 (IMO/SL - 201}) Seja ¢ > 1 um inteiro. Defina uma sequéncia de inteiros positivos
tal que a; =ce
_ .3 2 2
(py1 = a, —4c-a, +5c-a,+c Vn=>1
Prove que para cada inteiro n > 2 existe um numero primo p tal que p divide a, e nao divide

ar---Qp_1-

Problema 18 (IMO/SL - 2013) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que o maior
divisor primo de n* + n? + 1 ¢é igual ao maior divisor primo de (n + 1)* + (n +1)% + 1.

Problema 19 (Rissia/2011) Seja P(a) o maior divisor primo de a® 4 1. Prove que existem infinitos
inteiros positivos a, b e ¢, dois a dois distintos, tais que P(a) = P(b) = P(c).

Problema 20 (IMO/2002) Encontre todos os pares de inteiros positivos m > 3, n > 3 para os quais
existem infinitos inteiros positivos a tais que

a”+a—1
a”+a?—1

é inteiro.

5.1 OBM antigas

Problema 21 (OBM/2013) Encontrar o maior valor de n para o qual existe uma sequéncia
(ag,ay,- -+ ,a,) de algarismos nao nulos (ou seja, a; € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que, para cada k,
1 < k < n, o ntimero de k digitos ay_1as_2 - @y = ap_110* "1 +ay_210¥"2 + .. + a divide o niimero
de k + 1 algarismos ayar_1as_2 -~ ao = ap10* + ap_110° 1 + a;_ 21052 4+ .- + qy.

Problema 22 (OBM/2015) E verdade que existem um polinémio f(z) de coeficientes racionais, nem
todos inteiros, de grau n > 0, um polinomio g(z), com todos os coeficientes inteiros, e um conjunto
S com n + 1 inteiros tais que g(t) = f(t) para todo t € S?
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