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1. Sejam a, b e c nUmeros reais positivos. Prove a desigualdade:

Va? —ab + b% ++/b? — bc + ¢ = y/a? + ac + c?
e determine os casos de igualdade.

Solugao:

Inicialmente imaginemos pontos P, 4, B e C no plano tais que os comprimentos dos segmentos
PA, PB e PC medem, respectivamente, a, b e ¢, e os dngulos ZAPB = £BPC = 60°.

Aplicando lei dos cossenos no triangulo AAPB, obtemos:
AB? = a? + b?> —ab

Aplicando lei dos cossenos no triangulo ABPC, obtemos:
BC? =b%? +c? - bc

Aplicando lei dos cossenos no triangulo AAPC, obtemos:

AC? =a?+c%? + ac



Pela desigualdade triangular, temos que AB + BC = AC e a desigualdade do enunciado segue.
Vejamos agora quais os casos de igualdade.

Aigualdade ird ocorre se, e somente se, A, B e C sdo colineares.

'

Observe que A, B, C sdo colineares < [APAB] + [APBC] = [APAC] & M +
11 1

bc-sen(60° carsen(120°
(©09 _ 129 s ab+bc=cao =242
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Portanto a igualdade ird ocorrer se, e somente se, 5= + -

2. (APMO 1999) Seja a4, a,, as, ... uma sequéncia de numeros reais satisfazendo a;; ; <
a; + a; para todoi,j = 1,2,3, .... Prove que
a, N as

a1+2 3

PR S
see _— = a
n n
para cada inteiro positivo n.
Solugao:

Inicialmente, observe que a condi¢cdo do problema pode ser facilmente estendida, por
indugdo, para a;, 4, +..+i, < @i, +a;, +-+a;, .

Denote B, o conjunto das permutagdes de {1,2, ..., n}.

Para cada € P, denote por f (7, k) a quantidade de 6rbitas de tamanho k em m, isto &,
f (m, k) denota a quantidade de subconjuntos {j1, j2, ..., ji } de {1, 2, ..., n} tais que (j;) =
Jiv1, paratodoi = 1,2, ..., k, onde jr 1 = jq-

Veja que
1f(m, 1) + 2f (m,2) + -+ nf(mr,n) =n

pois ambos os lados da igualdade contam o nimero de elementos da permutacdo .



Veja agora que

Z f(m, k) = nimero total de 6rbitas de tamanho k (contadas com multiplicidade)
TEP,

emtodas as permutacdes de S,

Por outro lado, considere quaisquer k elementos de {1,2, ..., n} e coloque-os ordenadamente
em uma circunferéncia (considerando duas configuragées tal que uma pode ser obtida através
de uma rotacdo da outra como iguais). Podemos escolher os k elementos de (Z) maneiras e
ordend-los de (k — 1)! maneiras. Apds tal ordenacao, considere uma permutacdo it que leva
cada elemento da circunferéncia no seguinte (seguindo o sentido hordrio). Essa drbita que nds
construimos ird aparecer em (n — k)! permutacdes (pois os elementos restantes podem ser
permutados de (n — k)! maneiras).

Logo, o niumero total de érbitas de tamanho k (contadas com multiplicidade) em S, é

(Z)(k— DI (n — k)1 =%!

Portanto,

TEP,
Agora, veja que
a, a a 1
a, +72+?3+ +7n = z f(r,Day + f(m,2)a, + -+ f(mr,n)a, =
" TEP,

1 1
= F A1f(m, ) +2f (,2)++nf(Tn) = E Z an = an
" meP, " meP,

como queriamos.

3. (Ibero 2009) Considere a sequéncia {a, },»1 definida como segue:

1
a,=lLayy=1+areaz,s1 =—
Az
Para todo k > 1. Prove que todo nimero racional positivo aparece na sequéncia {a, }

exatamente uma vez.
Solugao:

Considere a representacdo de um numero racional positivo Z em fracGes continuas, isto €,

D 1
a=a0+

a, +
a, +

ae

onde t é um inteiro ndo-negativo, ay € um inteiro ndo-negativo, a4, a,, ..., a; sao inteiros
positivos, com a; = 2 (se t > 0).



Por facilidade, representaremos
p
—=[ay, ay, -, a¢]
q

Considere agora a representacao binaria de um inteiro positivo n:

n = 2170 + 2U0+U1 + 2UQ+U1+1}2 d oot 2V0+V1+"'+Vr

onde r é um inteiro ndo-negativo, vy € um inteiro ndo-negativo e vy, v, ..., 1 sao inteiros
positivos.

Mostremos, por indugdo forte em n, que
an = [Vo, V1, ey Vp—1, U + 1]
Casos Iniciais:
n=1:a, =[0+1]
n=2a, =[1+1]
n = 3:a,0,,0+1 =[0,1+1]
OK!
Hipdtese de Indugdo:
Suponha que para algum n = 4 seja verdade, para todo 1 < ny < n, a seguinte afirmagdo:
Se
Ny = 2V0 + 2V0tV1 4 QVotViHVz .y DUV H Yy
entdo
Ay = [Vo, V1) vy Vr1, Up + 1]
Passo Indutivo:
Considere agora
n = 2U0 4 QUo+Us 4 PUoHUI U 4 ... 4 DPUoHU+ s
Se n for par, entdo uy, = 1, entdo

M Je1) o puo=D+uy 4 pluto=D+ig+u 4 .. o p(o=1)+us+ i
2

Assim, por hipétese de inducao,

an = [ug — 1,uq, Uy, ..., Us_q, Us + 1]
2

Concluindo assim que

a, =1+ ag =14 [ug — 1, ug, Uz, oo, Up_q, Us + 1] = [Ug, Uy, Uy, v, Up_q, Us + 1]

Se n for impar, entdo u, = 0, entdo

n—1=2% 4 2uatuz ... 4 Uit -+



Assim, por hipdtese de inducao,
An_q = [Ug, Uy, o, Us_1, Us + 1]

Concluindo assim que
1 —1 _
an = /an—l - /[ul,uz, o U, us + 1] [0, 11, U, o) Us -1, Uus + 1]

A inducdo estd completa!

Com isso, provamos que a sequéncia {a, } ¢ uma bije¢do dos inteiros positivos nos racionais
positivos, como queriamos.

Agora é com voceés!

4. Sejam a, b e c inteiros positivos que ndo excedem gnz + 2n + 1. Prove que existem

inteiros x, y, z € [—2n, 2n], ndo todos nulos, tais que ax + by + cz = 0.

5. (IMOSL1996) A sequéncia a(n),n = 1,2, 3, ... é definida como segue:
a(l) =1
n n(n+1)
a(n) = a(lEJ) +(—1) 2z ,paratodon>1
a) Determine o valor maximo de {a(n) |[n < 1996} e encontre todos os n < 1996
para o qual esse maximo é atingido.
b) Para quantos n < 1996 obtemos a(n) = 0?

6. Sejam x,y e z reais positivos que satisfazem o sistema:
+xy+y?=1
y2+yz+2z% =
z2+zx+x?>=5

Determine o valor de xy + yz + zx.

7. (Sequéncia de Catalan) Considere a sequéncia {C,, },,»o definida por:

C0:1
-1

S

C, = CiCh_1-j ,paratodon =1
j=0
Encontre uma férmula fechada para os termos da sequéncia {C,, }.

8. Prove que o limite

lim 2" [2— |2+ /2+---+\/§
n—oo

n radicais

existe e calcule-o.



10.

11.

12.

13.

14.

Sejan um inteiro positivo. Prove que para todo nimero real x é vdlida a seguinte
igualdade:

i <n-]}(- k) (x™1(1 — 0k + x¥ (1 —x)"*1) =1
k=0

Mostre que, para inteiros positivos m e n, é vdlida a seguinte igualdade:

m—1
kn
2 Z IZJ =mdc(m,n) +mn—m-—-n
k=0

Seja n um inteiro positivo. Defina os conjuntos R e S de pares de inteiros como
seguem:
R={{DI1<i<j<n,mdc(ij) =1}
S={@GNI1<i<j<n,ij}
Sejam xq, x5, ..., X,, reais ndo-negativos cuja soma é 1.
a) Sejam(n) a quantidade de inteiros positivos primos que ndo excedem n,
determine o valor maximo de

xixj
(L.J))ER
b) Determine o valor maximo de
xl-xj
@@.jes

(IMO 1988) Uma fungdo f definida nos inteiros positivos e tomando valores inteiros
positivos é dada por:
f=1f3B)=3
f@2n) =f(n),

fUn+1)=2f2n+1) — f(n)

fAn+3)=3f2n+1) —2f(n)
para todos os inteiros positivos n. Determine a quantidade de inteiros positivos k <
1988 para os quais f (k) = k.

(Vinganga Olimpica 2011) Sejam p, q, 1, s e t reais positivos satisfazendo:
p’>+pq+q*=s°
q*> +qr +r? =t?
r2+rp+p?=s?—st+t?
Prove que
s?—st+t* r? p? pr

5212 q2t? | g2s? - q2ts

(IMO SL 2006) Seja S um conjunto finito de pontos no plano tal que ndo ha 3 deles
colineares. Para cada poligono convexo P cujos vértices estdo em S, sejam

a(P) e b(P) o numero de vértices de P e o nimero de vértices de S que estdo no
exterior de P, respectivamente. Aqui consideramos o segmento, o ponto e o conjunto
vazio como poligonos convexos de 2, 1 e 0 vértices, respectivamente. Prove que para
todo numero real x



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Z X4P) (1 — x)p®) = 1

P
onde a soma é tomada sobre todos os poligonos convexos com vértices em S.

(RMM 2013) Dado um inteiro positivo k = 2,seja a; = 1 e, paratodon = 2, seja a,

a menor solucdo inteira da equacao
n—

G

i=1 L
que excede a,,_4. Prove que todos os inteiros positivos primos sdo termos da
sequéncia a4, ay, ... .

(ClIM 2018) Seja (x,) uma sequéncia de numeros reais no intervalo [0,1). Prove que
existe uma sequéncia crescente 0 < n; < n, < nz < ---deinteiros positivos tal que
existe o limite

lim x .
i joo  MTN

i#j
ou seja, existe um numero real L tal que para todo € > 0, existe um inteiro positivo N

de maneiraquesei,j > N com i # j, entdo |xni+nj - L| <e.

Sejam x4, X3, ..., Xn, Y1, Y2, ---, Yn reais ndo-negativos tais que x; + y; = 1 para todo
i=1,2,..,n. Prove que

A =—xxp )"+ A —yMA -y .. A=y =21
para todo inteiro positivo m.

(IMO SL 1989 — Generalizagao) Seja g > 1 um inteiro positivo. Defina a sequéncia

{an}n=1 por:
z ag =q"

din
Lo " an . L -
para todo inteiro positivo n. Prove que 7” € um inteiro positivo.

(IMC 2011) Sejam A4, A, ..., A, conjuntos finitos ndo-vazios. Defina a fungdo

f(t) = Z Z (—1)k‘1t|Ai1UAizU---UAik|

=1 1<i4<ip<-<igxsn
Prove que f é ndo decrescente em [0,1].
Observagdo: |A| denota a quantidade de elementos do conjunto A.

(Teste Cone Sul 2014) Considere a fungdo dos racionais positivos nos racionais
positivos
1] 1
foo) =2 H 41
xl x
Mostre que na sequéncia

Lr, F(F). £ (FG@)). £ (£ (FF)) ). -

cada racional positivo aparece exatamente uma vez.



21.

22.

23.

24,

Seja n um inteiro positivo. Prove que para todo x real é vdlida a seguinte igualdade:

§:<n—k+1)k_ 1 <1+\/4x+1>"+2_<1—\/4x+1>"+2
&\ k)Y TVl

2 2
Suponha que a, b e ¢ sdo niUmeros reais positivos tal que para todo inteiro n,
lan] + |bn] = |cn|
Prove que pelo menos um dos niumeros a, b, ¢ é inteiro.

(IMO 2001) Sejam a > b > ¢ > d inteiros positivos que satisfazem
ac+tbd=0b+d+a—-c)(b+d—a+c)
Prove que ab + cd ndo é primo.

(IMO SL 2013) Seja n um inteiro positivo, e considere a sequéncia a4, a,, ..., a, de
inteiros positivos. Extenda-a periodicamente para uma sequéncia infinita a4, a,, ...
definida por a,+; = a; paratodo i = 1. Se

ap<a,<-<ap<a+n

g, <n+i—1parai=12..,n
Prove que
a, + a; + -+ a, <n?



