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1. Introducéao

O Teorema de Ptolomeu diz que, se ABCD é um quadrilatero convexo e inscritivel, entdo
AC.BD = AB.CD + AD.BC. Entretanto, existe uma generalizacdo muito forte desse teorema,
generalizacdo esse extremamente Util em problemas de olimpiada, visto que ela envolve
circunferéncias tangentes entre si e comprimentos de tangentes, assuntos relativamente comuns
em problemas olimpicos de geometria. Tal generalizacdo é o Teorema de Casey.

Vamos conhecer a sua demonstracdo, ver alguns problemas resolvidos, além de demonstrarmos
os belos teoremas de Feuerbach e Sawayama-Thebault, cujas demonstracdes originais sdo
extremamente trabalhosas, mas, com o Teorema de Casey, obtemos demonstracGes alternativas
bem mais elementares. E, claro, problemas para o leitor se divertir bastante. Let’s bora!

2. Demonstrando o Teorema de Casey

Antes de provarmos o teorema de Casey, demonstraremos 0 seguinte Lema Fundamental, que é
importante para computarmos o comprimento da tangente de duas circunferéncias tangentes a
uma circunferéncia comum, em fungdo de elementos mais simples.

Lema Fundamental: Seja I'(0, R) uma circunferéncia, e w,(04, R,), w,(0,, R,) circunferéncias
tangentes a I' em T, T, respectivamente, de modo que w; e w, ndo englobem w. Defina:

(Rt R)(RERy)
t = Tsz\/ RZ
Onde o sinal + é escolhido em R; quando w, é tangente externamente a w, e 0 sinal - é
escolhido em R; quando w, é tangente internamente a w (0 mesmo se aplica ao sinal de R,).
Entdo:

e Se w;,w, Sd0 tangentes externamente a I (ou tangentes internamente), t € 0
comprimento da tangente externa a w4, w, (Figuras 1a e 1b)

e Se w; étangente internamente a I' e w, é tangente externamente a I' (ou vice-versa), t € 0
comprimento da tangente interna a w4, w, (Figura 2)
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Figura la Figura 1b Figura 2

Demonstracdo: Faremos a demonstracdo para a situacdo da figura 1a. A prova para a situacédo
das outras € analoga, mas com algumas diferencas nos calculos, e é deixada como exercicio.

Note gue, pela lei dos cossenos nos triangulos T, 0T, e 0,00,, se a« = £T,0T, = £0,00,:

T,TZ
2R?

T,T? = 2R*(1 —cosa) = cosa =1 —

0,02 = 00% + 00% — 200,00, cos a =

T,T?
= (R—R)?+ (R —Ry)? —Z(R—R1)(R—R2)<1_ 2R2> =

2
= (R—Ry)? + (R—Ry)? = 2(R — R)(R — Rp) + 2(R — R)(R — Ry) (%) -



=(R—Ri— (R—Rp))" +2(R—R)(R—Ry) (21}?) =

T,T?
= 0,05 = (R; = R)*+ (R—R)(R - R2)< E ) (D

Porém, pelo teorema de Pitdgoras em 0,0, P, temos:
010% = 01P2 + 02P2 = (Rl - Rz)z + 51522 (2)

De (1) e (2):

5157 = (R = R)(R — Ry) <T1T2> = 5,5, =Ty, J (R—R)R—R;) _.

R2 R?
Provando o lema fundamental.

Agora estamos prontos para enunciar e provar o teorema de Casey.

Teorema de Casey: Seja I' uma circunferéncia e w;, w,, w3, w, circunferéncias tangentes a T,
que ndo englobam T e estdo nessa ordem em I'. Se t;; € 0 comprimento da tangente de w; a w;
(que é externa, caso w;, w; estejam do mesmo lado relativo a T, e interna, caso w;, w; estejam em
lados diferentes relativo a I', conforme o Lema Fundamental), entdo:

ti3toq = til34 + t1al3

Demonstragdo: Pelo Lema Fundamental, temos que, se T; é o ponto de tangénciade I' e w;
(i =1,2,3,4), entdo:



(R R)(RER3) (RERy))(RER,)
t13lzq = T1T3\/ RZ T,T, R2

/ \/(R tRORERIRER)(RERY | _ (T,T5.ToTy). S

= (T1T3-T2T4) \ R4

S

ti2t34 + t1alp3 =

_ Tszj(R + Rll)?(zR +Ry) T3T4\/(R + R31)?2R +Ry)

. j(R + Rll)e(ZR r)\( J(R + Rzl)?gR + Ry)

(RER)R+R)(RER)RLER,)

- (Tsz. T3T4 + T1T4_. T2T3) \/ R4' =

= (T1T2. T3T4 + T1T4. T2T3)S

Note que o sinal em R + R; s6 depende da posicdo de w; relativa a I'. Por isso, o sinal de R + R;
é 0 mesmo em todas as contas. Dai 0s dois S serem iguais. Como T, T,.T5Ty + T;T,. T, T3 =
T,T5.T,T, (pelo teorema de Ptolomeu), temos que tyst,s = tiatss + t4t,3, COMO queriamos m

Observacdo 1: O teorema de Casey vale mesmo quando I' é uma reta, pois uma reta é uma
circunferéncia com R — oo,

Observacdo 2: Podemos considerar alguns w; como sendo circunferéncias de raio 0. Isso é
particularmente atil em problemas, como veremos a seguir.

Observacdo 3: A reciproca do teorema de Casey também é verdadeira: dadas 4 circunferéncias
w1, W, W3, Wy, S€ eXistir uma escolha de sinais e uma escolha de tangentes interna/externas ¢;;

satisfazendo a equacéo:

ttiatss £ tystas T tiaty3 =0



Ent&o existe uma circunferéncia I' (que pode ser uma reta) tal que I' tangencia w;, w,, w3, W,. A
demonstracédo dessa reciproca foge do escopo desse material, e por isso ndo a mostraremos aqui.

3. Alguns Probleminhas Para Aquecer

Os exemplos a seguir, embora sejam relativamente simples, mostram o poder do teorema de
Casey, facilitando bastante o problema, e sua versatilidade, ao considerarmos circulos de raio 0.
Por isso esse teorema é tdo OverPower. Entdo, vamos nessa!

Exemplo 1: ABC é um tridngulo isosceles, de circuncirculo I', com AB = AC =L Uma
circunferéncia w € tangente a BC e ao arco BC de I' que ndo contém A. Uma tangente por A até
w toca w em P. Descreva o local geométrico de P quando w varia.

Solucéo:

Aplicando o teorema de Casey nos circulos de raio 0 e de centros 4, B, C, e em w, temos:
BQ.AC +CQ.AB =BC.AP = L(BQ +CQ) =BC.AP = AP =1L

E assim o lugar geométrico de P é um arco da circunferéncia de centro A e raio L, limitados por
BeporCm

Exemplo 2: (0) é uma circunferéncia com didmetro AB e P, Q sdo dois pontos em (0), em lados
diferentes de AB. T é a projecdo ortogonal de Q em AB. Sejam (0,),(0,) os circulos de
diametros TA, TB e PC, PD sao 0s segmentos tangentes desde P até (0,), (0,), respectivamente.
Mostre que PC + PD = PQ.



Solucéo:

Aplicando o teorema de Casey as circunferéncias de raio 0 P, Q e as circunferéncias (0,), (0,):
PQ.EF = PC.QT + PD.QT = QT(PC + PD) (%)

Se ry, 1, S80 0s raios de (0,), (0,), respectivamente, temos, por Pitagoras no trapézio retangulo
0,0,EF (basta sé transladar a base EF):

EF2 + (OzE - 01F)2 = 01022 = EFZ + (TZ - T‘1)2 = (rz + T‘1)2 = EF = 2 rlrz
E como AQB é retangulo, e a altura QT é relativa a hipotenusa, as relagdes métricas implicam:
QTZ = ATTB = (21‘1)(21‘2) = 4-7'17'2 = QT = 2 T1T2
Portanto, EF = QT e, de (¥), PC+ PD =PQ m
Exemplo 3 (1r&/1999): Duas circunferéncias congruentes (S;), (S,) se intersectam em 2 pontos.
Uma reta [ intersecta (S,) em A4,C e (S;) em B, D (A, B, C, D séo colineares, nessa ordem). Duas
circunferéncias w,, w, tangenciam a reta [ em lados opostos, e sdo tangentes externamente a

(S1), e tangentes internamente a (S,). Se w,, w, Sd0 tangentes externamente, prove que AB =
CD.



Solucéo:

Antes de tudo, vamos enunciar um lema bem (til, cuja demonstracédo é deixada como exercicio
para o leitor.

Lema: Dada uma circunferéncia I'(0, R) e um ponto P dentro dela, sejaI'"(O',R") a
circunferéncia obtida de I' por uma inverséo de centro P e raio k. Suponha que I e T tenham
mesmo raio. Entéo, P é o ponto médio de 00’ e k? = —PotP (muito cuidado com o sinal!)

Voltando ao problema, considere uma inversdo ¢ de centro P e raio k = +/PB. PD. Observe que
#((SD) = (S1), que ¢p(w1), p(w,) sdo retas paralelas a [ e que tangenciam (S;) (pois w;, w,
tangenciam (S;)), e que ¢((52)) = (§;) é tangente a ¢(w,), p(w,) (pois w;, w, tangenciam
(5,)). Assim, (S;) e (S,) sdo tangentes as duas retas paralelas ¢(w,), ¢ (w,), e por isso tem
mesmo raio. Como (S;), (S,) sdo congruentes, (S,),(S;) também o sdo, e pelo lema, k% =
—Pots, P = —(—PA.PC) = PA.PC = PB.PD = PA.PC (*)

Aplicando agora o teorema de Casey as circunferéncias de raio 0 B,D e as circunferéncias
w1, W5, tangentes externamente a (S,), temos:

EF.BD = BP.PD + BP.PD . EF.BD = 2PB.PD (1)

Aplicando ainda o teorema de Casey as circunferéncias de raio 0 A,C e as circunferéncias
w1, W5, tangentes internamente a (S,), temos:

EF.AC = CP.PA+ CP.PA - EF.AC = 2PA.PC (2)

De (1), (2), (*): EF.BD =EF.AC=>BD =AC=>AB=CDm



4. Teorema de Feuerbach e Extensoes

Um fato bastante interessante na geometria é que, dado um triangulo ABC, de ortocentro H e, 0s
pontos médios dos 3 lados, os pés das alturas em cada um dos 3 lados, e 0s pontos médios de
cada um dos segmentos AH, BH, CA séo todos conciclicos. Tal circunferéncia é conhecida como
circulo dos 9 pontos (ou circulo de Euler) de ABC. Além disso, o centro dessa circunferéncia é T
(ponto médio de HO) e seu raio € metade do circunraio de ABC. A figura a seguir ilustra bem o
circulo de Euler.

A
N
Hg
c Mg
c T
B c
Ha C

Mas, por incrivel que parega, tal circunferéncia tem outras propriedades incriveis, como o
teorema de Feuerbach, que enunciaremos a seguir.

Teorema de Feuerbach: Dado um tridngulo ABC, temos que o seu circulo de Euler é tangente
ao seu incirculo e aos seus trés excirculos.

Demonstracdo: Demonstraremos que o circulo de Euler ' é tangente ao incirculo w. A
demonstracdo de que o ciruclo de Euler é tangente a cada um dos 3 excirculos é analogo. Sejam
M, N, P os pontos médios de BC,CA, AB, respectivamente, e D, E, F 0s pontos de tangéncia do
incirculo com BC,CA, AB, respectivamente. Sendo BC = a,CA=b,AB =c,2p=a+ b +c,
sabemos que:

BM=MCc=2 cN=Na=2,4p = pp =&
I A A

AE =AF =p—a;BF=BD=p—-b;CD=CE=p—c



Dai:

c
2

a—q

b—c c—a
D = [ = [ P = |5

NP =2 M =2 N =
20T 2

Dessa forma, supondo sem perda de generalidade a = b > c, temos:

NPMD+MNPF—a(b_C)+c(a_b)—b(a_c)—PMNE
' T2\ 2 2\ 2 ) 2\ 2 J 7%

Portanto, notando que MD, NE, PF sdo as tangentes, por M, N, P, a w, temos que, pela reciproca
do teorema de Casey, (MNP) =T e w Séo tangentes m

Proposicdo: Considere F, o ponto de tangéncia do circulo de Euler I' = (MNP) (M, N, P séo
pontos médios dos lados) e do incirculo w. Entdo, dentre os segmentos F,M, F,N, F,P, um deles é
a soma dos outros dois.

Demonstracgéo:

Supondo sem perda de generalidade b > a > ¢ (conforme a figura) e aplicando o Lema
Fundamental aos circulos w e w'(M,0), tangentes internamente a F(T, g) (T é o centro do

circulo de Euler e R € o circunraio de ABC):

R R
t = MD = MF, (7—2(?—0):””% /%21"”‘2:(};6) RfZY

Analogamente, NF, = (%) ﬁ, PF, = (bz;a) /%, donde:




NE, + PF, (a_c+b_a> R (b_c) k ME.
— = = |
e ™ Fle 2 2 ) |R=2r 2 ) |R=2r e

5. Teorema de Sawayama-Thebault e Extensdes

Outra delicia de teorema é o mostrado abaixo, e por incrivel que pareca, o teorema de Casey nos
da uma prova técnica e sem muitas construcfes engenhosas.

Teorema (Sawayama-Thebault): ABC é um tridngulo cujo circulo circunscrito € T'. D € um
ponto arbitrario sobre o lado BC. w,(0,, ;) € uma circunferéncia tangente aos segmentos AD e
DB, em E; e F;, respectivamente, e ao arco AB de I'. w,(0,,1,) é uma circunferéncia tangente
aos segmentos AD e DC, em E, e F,, respectivamente, e ao arco AC de I'. Se w(l,r) é o
incirculo de ABC, e se « = £BDA, entdo as afirmacdes sdo verdadeiras:

r =1, cos?(a/2) + ry sen?(a/2);

As paralelas a AD por F; e F, sdo tangentes ao incirculo w;
E,, F;,1 séo colineares, e E,, F,, I sdo colineares.

0,, 0,, 1 sdo colineares.

0,1/0,1 =tg*(a/2)

ok wdPE

Demonstragéo:




Seja S = [ABC], a = BC,b = CA,c = AB,2p =a+b +c, x = DF, = DE,, y = DF, = DE,.
Seja ainda F o ponto de tangéncia de w com BC, como indicado na figura.

1. Aplicando o teorema de Casey para 4, B, C, w;:
AE;.BC + BF,.AC = CF,.AB = (AD — x)a + (BD — x)b = (CD + x)c =
x(a+b+c)=2px=a.AD +b.BD —c.CD (1)
Aplicando o teorema de Casey para 4, B, C, w,:
AE,.BC + CF,.AB = BF,.AC = (AD —y)a+ (CD — y)c = (BD + y)b =
y(a+b+c)=2px=aAD —b.BD +c.CD (2)
Somando (1) e (2): 2p(x + y) = 2a.AD (*).

cos(a/2) _ sen(a/2)

Entretanto, x = ;. sen(a/2) 2" cos(a/2)’

donde, substituindo em (*):

,, (1 cost (%) 4 s (g)\l o
k sen () cos (3)

(sena)/2

1 (a. AD.sen a)

) ) 1 1
rycos“(a/2) + r, sen“(a/2) = E > = E(S) = E(pr) =r

2. Vamos demonstrar que a paralela a AD por F; tangencia w. A analise da outra paralela é
analoga. Seja G; € AB tal que F;G, Il AD. Para demonstrar tal fato, basta provarmos que o B-
exraio de BF,G,, r', é igual a r, pois disso resultara que w é o B-excirculo de BF,G,.
Manipulando a equacéo (1) de modo a evidenciar BF;, temos:

2px =(a+b+c)x=a.AD +b.BD —c.CD = a.AD + b(BF,; + x) —c(a — BF; — x) =

= a(x — AD + c¢) = (b + c)BF, (*%)

Porém, ABF,G,~ABDA (razéo k=25 Bh
BD  BFj+x

). donde BG, = BA.k = ck e F;G, = AD.k.
Dessa forma:

. 2BRG] 2[BF,G,]
" T BG, + BF, - F,G, _k(c + (BF, + x) — AD)

(3)



[BF;G4]
[BDA]

triangulos de mesma altura, [BDA] = % [ABC] = (BF1+x)S donde [BF,G,] = k2 (BFZ”) S.
Substituindo em (3), vem:

Ainda da semelhanca, temos —— = k? .. [BF,G,] = k*[BDA] e, da proporcéo das bases de

BF,
2k(BF1+x)S Z(BF 1 )(BF1+X)S(**) 2BF,.S _25
“alc+ (BF,+x)—AD) a(x—AD +¢)+a.BF, (b+ c)BF, +a.BF, 2p

3. Depois de todo o esforco feito antes, essa parte fica mais simples. Com efeito, do paralelismo
entre F,G, e AD, temos DF,; G, = 180° — a, e como I é 0 B-excentro de BF,; G, temos que F; I
é bissetriz de £DF,G4, 0 que resulta £DF;I = 90° — a /2. Porém, DE F; é triangulo isosceles de
base E, F;, e com isso £DE F; = 90° — £F,DE /2 =90° — a/2 ~ £DE,F; = £DF,1, e por

isso E;, Fy, I sdo colineares. A demonstracdo de que E,, F,, I sdo colineares é totalmente analoga.

4 e 5. Novamente, pelo que foi visto do paralelismo entre F;G,, F,G,, AD e da tangéncia de w a
F,G4,. F,G,, temos que 2IF,F =90° — a/2 e £IF,F = a/2. Dai, F,F = r.tg(a/2) e F,F =
r.cotg(a/2), e assim:

FlF_t2 5
o = 8 @/2)

Como 0,F,,IF,0,F, L BC, para provarmos que 0, I, 0, sdo colineares, basta, pela reciproca do
teorema de Tales aplicado as paralelas 0,F;, IF, O, F,, provar que:

01F1 - IF _ FIF
IF — 0,F, F,F

De quebra, se provarmos isso, ainda provaremos a afirmacgéo 5, pois do teorema de Tales
aplicado as paralelas 0, F,, IF, O,F,:

0,0 F,F

—=——=tg%(a/2

Para demonstrar isso, usaremos a afirmagéo (1).

0.F,—IF 1—r T—T cos? (%) — 1, sen? (%) ~

IF—0,F, r—-1, 7, COS? (%) + 13 sen? (%) - )

(1o (§)) st (§) _rvsent(§) ~rsent ()
T @ e (e (G e () reon (3)




(7)) sen’ (%) ~ sen? (%)
- (ry — 1y) cos? (%) - cos? (%)

Apds tantas afirmac6es demonstradas, a figura a seguir resume muito bem todo o trabalho feito
aqui e toda a beleza desse teorema incrivel!

=tg?(a/2) m

A

E para encerrarmos em grande estilo, nada melhor do que problemas, muitos problemas, para
usarmos o teorema de Casey e detonar geral. Até mais!

6. Problemas Olimpicos - Exercicios

Problema 1 (OBM/1996): Seja ABC um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia I';;
I, é uma circunferéncia tangente ao lado BC e ao menor arco BC de I';. Uma reta através de A
tangencia I, em P. Prove que AP = BC.



Problema 2: Seja ABC um triangulo e sejam B’, C' pontos em AB, AC, respectivamente, tais que
B'C' || BC. Mostre que existe um circulo passando por B’, C’ e que é tangente simultaneamente
ao incirculo e ao A-excirculo de ABC (Observe que esse resultado, de certa forma, generaliza o
teorema de Feuerbach).

Problema 3: Considere um tridngulo ABC, de incentro I, e cujo circulo circunscrito denota-se
por I';; T, € uma circunferéncia tangente aos lados CA e CB nos pontos D e E, respectivamente, e
ao arco AB de T} . Prove que | é o ponto médio do segmento DE.

Problema 4: No tridngulo ABC acutangulo, sejam w4, wg, @ 0S circulos tangentes aos pontos
médios de BC,CA,AB e aos arcos menores BC,CA,AB, respectivamente. Se &gc, Ocar Oap
denotam os comprimentos das tangentes externas entre wp € we, We € Wy, Wy € W,
respectivamente, prove que:

N

8pc = O6ca = Oap =

Onde p € o semiperimetro de ABC.

Problema 5: ABC é um tridngulo, com AC > AB. Uma circunferéncia w, € internamente
tangente ao seu circuncirculo w e AB, AC. S é o ponto médio do arco BC de w que ndo contém A
e ST é 0 segmento tangente de S a w,4. Prove que:

ST AC—AB
SA~ AC + AB
Problema 6: ABC é um tridngulo retangulo em A, com circuncentro O e circuncirculo I'. Qg é

tangente aos segmentos OB, OA e ao arco menor AB de I'. Q. é tangente aos segmentos OC, 0A e
ao arco menor AC deT. Qg e Q. tocam OA em P, Q, respectivamente. Prove que:

AP _AB
AQ  AC

Problema 7: ABC é um triangulo equilatero de lado L. Sejam I'(O, R) e y (0, r) os circuncirculo
e incirculo de ABC, respectivamente. P € um ponto em y e P, P,, P; Sd0 as projecdes ortogonais
de P em BC, CA, AB, respectivamente. As circunferéncias T, T,, T; tangenciam BC,CA, AB em
P;, P,, P;, respectivamente, além de tangenciar internamente I' em seus respectivos arcos
menores. Prove que a soma dos comprimentos das tangentes externas comunsa Ty e Ty, T, € Ts,
T; e T;, ndo depende do ponto P.

Problema 8: E dada uma semicircunferéncia com diametro AB e centro O. Uma reta
perpendicular a AB pelo ponto E € OB intercepta a semicircunferéncia no ponto D. Uma



circunferéncia, que é tangente a DE e EB nos pontos K e C, respectivamente, é tangente ao arco
AB no ponto F. Prove que 2EDC = 2£BDC

Problema 9 (Banco IMO/2000): Sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB,
respectivamente, do triangulo ABC tais que o tridangulo DEF seja equilatero. Uma circunferéncia
[" tangencia a circunferéncia circunscrita ao triangulo DEF, externamente, e os segmentos CD e
CE nos pontos L, M e N, respectivamente. Se P é um ponto sobre T tal que FP ¢ tangente a T',
mostre que FP = DM + EN.

Problema 10: Dado um triangulo ABC, de circuncirculo T', sejam D, E, F pontos variaveis sobre
BC, CA, AB, respectivamente, de modo que AD,BE,CF séo concorrentes. Construa as trés
circunferéncias k,,k,, ks fora do triangulo, tangentes a I' a BC,CA,AB em D,E,F,
respectivamente. Prove que a circunferéncia tangente externamente a essas trés circunferéncias é
sempre tangente a uma circunferéncia fixa.

Problema 11 (Teste IMO — Roménia/2006): Seja ABC um triangulo acutangulo, com AB + AC.
Seja D o pé da altura de A e T o circuncirculo do tridngulo. Seja w, a circunferéncia tangente a
AD, BD e T (internamente). Seja w, a circunferéncia tangente a AD,CD e I" (internamente). Seja
¢ # AD a tangente interna comum a w, € w,. Prove que ¢ passa pelo ponto meédio de BC se, e
somente se, 2BC = AB + AC.

Problema 12: Uma circunferéncia I' passa pelos vértices B, C do triangulo ABC e outro circulo w
tangencia AB,AC,T em P, Q, T, respectivamente. Se M é o ponto médio do arco BTC de T', prove
que BC, PQ, MT concorrem.



