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1. Introducéo

Estudaremos aqui um dos assuntos mais requisitados no mundo olimpico: as
equacOes funcionais. Tema que aparece com bastante frequéncia nas olimpiadas ao
redor do mundo, especialmente nas competicfes internacionais.

O que torna esse assunto mais fascinante (Pode ser facil, pode ser dificil, mas é
fascinante do mesmo jeito) é que ndo existe muita teoria profunda para resolvermos esse
tipo de problemas. Os conceitos basicos sobre funcBes como injetividade,
sobrejetividade, dominio, imagem, pontos fixos, e assim por diante, sdo pré-requisitos,
mas dependeremos de muito treino para saber quando esses conceitos serdo utilizados.
O segredo estd ai: treino (muito treino!) e mente aberta. Isso € tudo o que vocé vai
precisar para resolver esses problemas.

2. Definicdes e Conceitos Basicos
2.1. Definicdo de Funcdo e Elementos de uma Funcgao

Definicdo de Funcdo: Sejam A e B conjuntos. Uma fungdo f:A — B é uma
correspondéncia que associa a cada elemento x € A um Unico elemento y € B.
Escrevemos essa correspondéncia como y = f(x).

Exemplo: se A = {1,2,3}; B = {a, b, c, d, e}; podemos definir a fun¢éo f: A - B
pelasregras: f(1) =a,f(2) =a,f(3) =d.

Dada uma fungéo f: A — B, temos as seguintes denominagoes:
Dominio de f: E o conjunto A = Dom(f).

Contradominio de f: E o conjunto B = CDom(f).



Imagem de f: E o conjunto Im(f) tal que Im(f) c B e que para todo y €
Im(f), existe x € A tal que f(x) =y, e para todo x € A, f(x) € Im(f). Em outras
palavras, o conjunto imagem de uma fungdo é o conjunto de todos os valores que f
pode assumir.

Observacdo: Nem sempre temos B = Im(f). Por exemplo, na fungdo f do exemplo
acima, Dom(f) = {1,2,3}, CDom(f) = {a,b,c,d, e} e Im(f) = {a, d}.

2.2. Injetividade e Sobrejetividade

Alguns tipos de fungdes sdo, de modo geral, imprescindiveis para o estudo de
diversas teorias e a resolucao de varios problemas. Algumas delas séo as seguintes:

Funcbes Injetoras ou Injetavas: S& as fungdes onde cada elemento do
contradominio estd associado a no maximo um elemento do dominio. Em outras
palavras, f é injetora quando f(a) = f(b) = a =b,Va,b € Dom(f) (Note que
a=>b= f(a) = f(b) facilmente, uma vez que a funcdo associa a cada niumero um
Unico outro nimero).

Exemplo: A fungdo representada graficamente abaixo, a esquerda, € injetora.
Por outro lado, a funcéo representada graficamente abaixo, a direita, ndo é injetora, pois
existe um y € B tal que f(x) = y assume mais de uma solugdo x (no caso, y =c e
x=2¢e4).

Note que a = b implica f(a) = f(b), mas que a afirmacdo contraria nem
sempre € verdade. S6 podemos afirmar que f(a) = f(b) implica a = b quando f for
injetora. De maneira mais informal: Numa igualdade, podemos colocar quantos f’s
quisermos, mas s6 podemos “cancelar” f’s quando f foi uma funcéo injetora.

Funcgdes Sobrejetoras ou Sobrejetivas: S&o as fungbes onde CDom(f) =
Im(f). Em outras palavras, f € sobrejetora quando, para cada elemento y € CDom(f),
existir um elemento x € Dom(f) tal que f(x) = y.

Exemplo: A fungdo representada graficamente abaixo, a esquerda, é sobrejetora.
Por outro lado, a funcéo representada graficamente abaixo, a direita, ndo € sobrejetora,
pois existe um y € B tal que f(x) = y ndo tem solucdo x (no caso, y = b).



Funcbes Bijetoras ou Bijetivas: S&o as fungbes que s&o simultaneamente
injetoras e sobrejetoras.

Exemplo: A fungdo representada graficamente abaixo € bijetora.

A B

E interessante notar que, se A e B s30 conjuntos finitos, com m e n elementos,
respectivamente (|A| = m, |B| = n), podemos fazer as seguintes observacfes, cuja
demonstracdo € um exercicio simples para o leitor:

e Sef:A - Béinjetora, entdio m < n.
e Se f:A — B ésobrejetora, entdo m = n.
e Se f:A - Bébijetora, entdio m = n.

Por isso que, em muitos problemas de combinatdria, para provarmos que dois
conjuntos dados possuem a mesma quantidade de elementos, basta construir uma
bijecdo de um desses conjuntos até outro.

2.3. Monoticidade, Crescimento e Decréscimo

Outro conceito, muito importante e frequente nos problemas de funces, é o
monoticidade em geral, que pode ser subdivido nas seguintes categorias.

Funcgéo Estritamente Crescente: Dizemos que uma fungéo f, definida em um
subconjunto dos reais, é estritamente crescente se, para quaisquer x e y reais no
dominio (Fig. 1):

x<y=fx)<f)



Funcéo Estritamente Decrescente: Dizemos que uma fungéo f, definida em um
subconjunto dos reais, € estritamente decrescente se, para quaisquer x e y reais no
dominio (Fig. 2):

x<y=flx)>f)

Funcéo Crescente: Dizemos que uma fungdo f, definida em um subconjunto
dos reais, € estritamente crescente se, para quaisquer x e y reais no dominio (Fig. 3):

x<y=>fx)=<f®»)

Funcéo Decrescente: Dizemos que uma funcéo f, definida em um subconjunto
dos reais, € estritamente decrescente se, para quaisquer x e y reais no dominio (Fig. 4):

x<y=fx)zfW)

Funcgdo Constante: Dizemos que uma funcdo f, definida em um subconjunto
dos reais, é estritamente decrescente se, para quaisquer x e y reais no dominio (Fig. 5):

f&) =10

Funcdo Mondtona: E toda funcéo que é crescente ou que é decrescente.

y y
A

A
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Uma afirmacdo extremamente Util (e que, novamente, € um exercicio simples
para o leitor) é que, se f é estritamente crescente, ou estritamente decrescente, entdo f é
uma funcao injetora.



2.4. Paridade e Periodicidade

Os conceitos a seguir costumam aparecer de maneira corriqueira nos problemas
de equacbes funcionais, seja como fungbes que resolvem o problema, seja como
substituicdes a se fazerem. Seja f: A — R uma funcdo. Dizemos que:

e f éuma funcgdo parse f(—x) = f(x),Vx € A.
e f éuma funcdo imparse f(—x) = —f(x),Vx € A.

Por exemplo, a funcdo f: R — R dada por f(x) = x?™ (n € N) é par, e a funcéo
f:R - R dada por f(x) = x?"*1 (n € N) é impar (entendem agora o porqué dos
nomes “funcao par” e “funcao impar”?)

Dizemos também que uma funcéo f: A — B € periodica de existir p # 0 tal que,
para todo x € A, temos f(x) = f(x + p). Se p for o menor valor positivo que satisfaz a
igualdade acima, entdo p € chamado de periodo fundamental da funcdo. Por exemplo, a
funcdo parte fraciondria é periodica, de periodo fundamental igual a p = 1.

2.5. Funcgdes Compostas e Inversas

Funcdo Composta: Dadas duas fungbes f:A—- B e g:B — C, a funcdo
g o f:A - C éafungio composta, definida por g o f(x) = g(f(x)), Vx € A.

Observacdo 1: para que exista g o f, é necessario que o contradominio de f seja
igual ao dominio de g.

Observacgdo 2: g o f(x) nem sempre € 0 mesmo que f o g(x). Por exemplo, se
fIRoOR f(x)=x3ef:R->R,g(x) =x+ 2, entdo:

fog)=f(g)=f(x+2)=(x+2)=x%+6x%+12x+8
gef(®)=g(f(x)=gx* =x*+2
Cujas formulas mostram que elas s&o diferentes.

Funcéo Inversa: Dada uma fungéo f: A — B bijetora, pode-se provar que existe
uma funcdo f~1: B - Atal que f~1(x) = y © f(y) = x. Tal funcdo é conhecida como
ainversa de f, e nesse caso dizemos que f € inversivel.



Exemplo: f:R—-{1} > R—-{0}, f(x) = 1T1x tem como inversa a funcdo

fT1:R—{0} > R — {1} dada por f~1(x) = xT_l De fato:
1 1 y—1

Sl—-x=—x=——m
1—x y y

y:

Observacgédo 1: f e inversivel se, e somente se, f é bijetora. Além disso, tal
inversa € sempre unica.

Observagdo 2: (fF™)7t(x)=f(x) e f(f *(x))=xVx€B, ff(x)) =
x,Vx € A. Entretanto, ndo podemos afirmar que f(f~1(x)) = f~*(f (x)), uma vez que
f(f72(x)) € Be f~1(f(x)) € A, sendo que isso s6 pode ser afirmado quando 4 = B.

Uma dica valiosissima, cuja demonstracdo é simples e deixada como exercicio:
se f(g(x)) = h(x) é uma funcéo bijetora, entdo f é uma funcdo sobrejetoras e g & uma
funcdo injetora (se vocé quiser uma dica de como demonstrar esse fato, leia 0 exemplo
7, que vira logo mais).

3. Alguns Exercicios Introdutérios

Veremos a seguir alguns exercicios que, embora simples, nos ajudardo a
entender a dindmica das equagdes funcionais, e que por isso serdo discutidos aqui.

Exemplo 1 (OBM/2004 — 12 Fase): A funcdo f:Z — Z, definida nos inteiros,
satisfaz a equacdo f(n) - (n + 1)f(2- n) = (n + 3)? para todo n inteiro. Quanto
vale £(0)?

Solucdo: A ideia das equacGes funcionais é trocar a variavel por valores
convenientes a nos, de modo a determinar o que queremos. Nesse caso, estamos
interessados em f(0), de modo que, a principio, € natural trocar n por 0 (n « 0):

fOO—-0O+1Df(2-0)=(0+3)*>=f(0)—-f(2)=9
Apareceu 0 f(2), e agora? Como tira-lo da jogada? Que tal fazer n « 2?
f@Q-C+Df2-2)=02+3)*=f(2)-3f(0) =125
Interessante! Agora, podemos isolar f(0), substituindo f(2):
f(0)—(2543f(0))=9=-2f(0)=9+25=34=f(0)=-17 m

Exemplo 2 (OBM/2009 - 12 Fase): Seja f:Z — Z uma funcdo satisfazendo

f(0O) =0, f(1) =1, f(2) =2¢e f(x + 12) = f(x + 21) = f(x) para todo
x € Z. Entéo, qual o valor de f(2009)?

Solugdo: Esse exemplo é bem interessante, pois mostra o poder de trocar uma
variavel por uma nova variavel, s6 que levemente diferente. Como assim? Vejamos...



Naequagdo f(x + 12) = f(x + 21) = f(x), trocando x por y — 12, temos
que f(y—12 + 12) = f(y =12 + 2D) = f(y—12) ~ f(y) = f(y +9). Porém,
como x varia sobre todos os real, y também varia, de modo que podemos afirmar que
f(y)=f(+9),Vy €Z. Trocando y por x (s6 pra mudar a letra da variavel), temos
f(x) = f(x +9),Vx € Z. Poderiamos ter resumindo tudo isso dizendo x <« x — 12, de
modo que, no préximo passo, faremos isso.

Se em f(x + 12) = f(x) fizermos x « x — 9, entdo f((x—9) +12) =
fx—9)=>f(x+3)=f(x—9) e como f(x—9)=f(x—9+9)=f(x), entdo
f(x) = f(x + 3), para todo x € Z. Isso significa que f é 3-periddica, e como 2009
deixa resto 2 por 3, temos f(2009) = f(2) =2 m

Exemplo 3 (OBM/2008): Considere a funcdo f, definida no conjunto dos
nameros reais e satisfazendo f(x) = % para todo x # —3/2. Determine o numero de

tais funcdes f para as quais f(f(x)) = x, para todo x tal que f(f(x)) estd bem
definida.

C( CcX ) c2x sz
Solugéo: f(f(x) = f(2x+3) o 23] = s - = —x o
2x

+3)+3 e (2c+6)x+9
c?x=Qc+6)x*+9x & (2c+ 6)x% + (9 — c?)x = 0 (), para todo x onde f o f
esta bem definida, ou seja, onde o denominador ndo € anulado (para x # —3/2 e para
x = —9/(2c + 6)). Isso significa que (*) é uma equacdo do segundo grau com infinitas
raizes, ou seja, 2c+6 =0 e 9—c%? =0, donde ¢ = —3. Assim, f(x) = % e sb
existe uma funcéo f m

Exemplo 4 (OBM/2003): Se f: R — R é uma funcéo tal que, para todo x € R,
f(x)(f(x) —x) = 0, entdo quantas funcdes f satisfazem o enunciado?

Solugdo: A principio, parece que sO existem duas funcbes f satisfazendo o
enunciado: f(x) = x,Vx € Re f(x) = 0,Vx € R. Porém, a verdade é que ha infinitas
funcdes f: basta “misturar” as duas solugdes!

Mas como assim? f(x)(f(x) —x) =0 implica naturalmente f(x) =x ou
f(x) =0, entdo s6 ha duas solucdes e acabou! Acontece que tal equagdo diz, na
verdade, que, se fixarmos um x, entdo f(x) = x ou 0. Porém, se fixarmos outro x,
podemos ter f(x) = 0 ou x, de modo que tudo depende de cada x que escolhermos.
Por exemplo, abaixo seguem trés fungdes que podem satisfazer o problema:

x,sex=>0 x,sex>1 x,sex =2
fl) = {Osex<0’f() {Osex<1f() {0,sex<2

Obviamente podemos trocar 0,1,2 por qualquer nimero real. E como ha infinitos
nameros reais, ha infinitas funcdes f m

Observagéo: Essa ndo € a unica forma de construir uma funcdo f. Experimente!



E falando em experimentar, experimente também resolver os exercicios abaixo.

Exercicio 1 (OBM/2012 - 12 Fase): Seja N = {0,1,2,...} e considere f: N —
N tal que f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 0 e, para todo natural n > 1, satisfaz as
seguintes condi¢oes:

) f(Bn) = 3f(n) + 1,
imf@Bn +1) = 3f(n) + 2,
i) f(3n + 2) = 3f(n);

Determine f(2012).

Exercicio 2 (OBM/2000 - 12 Fase): Seja f uma funcéo real tal que:
i) Paratodos x, y reais, f(x +y) = x + f(y);
i) f(0)=2.
Quanto vale f(2000)?

Exercicio 3 (OBM/2002 — 12 Fase): Seja f uma funcao real de varidvel real que
satisfaz a condicdo:

f(x)+2f(&J=3x
X

para x > 0. O valor de f(2) é igual a quanto?

Exercicio 4 (OBM/2001 — 12 Fase): Seja f uma funcdo de Z em Z definida como
f(x) = x/10 se x é divisivel por 10 e f(x) = x + 1 caso contrario. Se ap = 2001 € ap+1 =
f(an), qual € o menor valor de n para o qual a, = 1?

Exercicio 5 (OBM/2004 — 12 Fase): A funcdo f é dada pela tabela a seguir:

x 1 2 3 1415
fOx)| 4 | 1| 3 |5]2
Quanto vale f(f(... (f(f (4)) ..)))?

2004 vezes

Exercicio 6 (OBM/2003 — 1?2 Fase): A funcéo f é definida para todos os pares
ordenados (x; y) de inteiros positivos e tem as seguintes propriedades:

f(x; x) =X, f(x; y) = f(y; x), (x + V(% y) = (2x + Yf(x; x +y).
Qual é o valor de f(21; 12)?

4. Equagdes Funcionais

A partir de agora, vamos aprender a resolver algumas equacdes funcionais. A
resposta de uma equacdo funcional &, como o proprio nome diz, uma funcao, com leis
bem estabelecidas, que dependem apenas da variavel. O desafio dessas questbes €
justamente isolar a funcéo da equagéo.



Exemplo 5 (OBM/2003 — 22 Fase): Determine todas as fungdes f: R* — R* tais
que, para todos x,y € R*:

D) = ) =+

Solucdo: Como isolar a funcdo? Como e onde comecar? Geralmente, tentamos
substituir valores particulares e simples na equacdo funcional (por exemplo, x = 0,
x =1, x =y, etc). Ndo ha uma regra exata para saber qual a melhor substituicdo logo
de cara, e 0 jeito é tentar mesmo. SO tome cuidado para saber se o0 valor que vocé esta
substituindo esteja no dominio (nesse problema, ndo podemos substituir x, y = 0, pois
0 ¢ R* = Dom(f)).

Entdo vamos tentar um valor simples diferente: Na equagé&o original, x,y < 1:

1 1
f(l)f(l)—f(l-l)=I+I=>f(1)2—f(1)—2:0

Resolvendo a equagdo do segundo grau em y = f(1), obtemos f(1) = —1 ou
f(1) = 2. Como saber qual dos dois valores é o verdadeiro? Vejamos cada caso.

e Sef(1) =-1,facay « 1 naequacdo original:
1 1
FOFM - frD) =T+-2-2f(0) =x+—=

1 1
=>f(X) = —E(X +;),Vx € R* (1)
e Sef(1) =2, facay « 1 naequacdo original:

1 1
FOFM - fr1) =T+-2 f) =x+-,vx R (2)

Afinal, qual das duas funcgdes é a solucdo do problema? (1) ou (2)? A Unica
maneira de saber é testando cada funcdo! Vamos testar primeiro a fungéo (1).

Testando f(x) = —%(x + %),Vx € R*:

_x.Yy
f(x)f(}’)—f(x)’)—;‘i‘;@

1( +1) 1( +1) 1( +1> x+y
e|—-= - —= —1-[—-= —]==+=¢
2x X Zy y ny xy y X
@1( +1)< +1)+1< + 1>—x+y<:>
* Y y 2 4 xy _y x
3 1x 1y 31 x y y
(:)4xy+4.y+4.x+4xy—y+x(:>xy+ _y+x(*)



Para todos 0s nimeros reais ndo-nulos x, y. Porém, a formula “ndo bate”, ndo ¢é
mesmo? Isso significa que isso ndo é verdade, e uma forma bem répida de verificar isso
é atribuir valores de x, y que invalidam (). Por exemplo, se x = y = 2, deveriamos ter

1 2 2 1 . .
2.2+ STyt = 2, 0 que claramente é um absurdo. Portanto, esse caso é

invalido, e apenas (2) é solucédo do problema. Portanto, f(x) = x + i,Vx € R*

Mas, espere! Onde esta o quadradinho preto que indica que o problema foi
resolvido? A gente achou a lei de formacéo de f, entdo acabou! SO que néo...

Na verdade, pode acontecer com essa lei de formacdo o mesmo que aconteceu
com a lei de formacéo anterior: ndo dar certo. Por isso, toda vez que encontrarmos uma
solucdo, é preciso testa-la, ainda que essa fungdo seja a Unica resposta possivel. Pode ser
que dé certo, pode ser que ndo, de modo que s6 hd uma maneira de saber: testando.

Testando f(x) = x + %,Vx € R*:

f(x)f(y)—f(xy)=§+§=»(x+§)(y+§)-(xy+i) -242s

X 1 1 X X
Sxytotilt——xy——=otle 4
y X

x .y
S+ =4 (0K

Deu certo! Isso significa que f(x) = x +§,Vx € R* € a solucgdo, e depois de

testar todos os casos, podemos dizer que concluimos o problema. Ou seja, podemos
colocar o quadradinho preto: m

Exemplo 6 (Suica/99): Determine todas as funcdes f: R* — R satisfazendo:

%f(—x) +f(%) =x,Vx ER"

Solucdo: Uma tatica bem interessante em problemas de equagfes funcionais é
tentar “trocar” o que aparece dentro de dois f’s de lugar. Nesse caso, podemos trocar

1 1
—xe- de lugar fazendo x « — o

(- (D)os(2n) -t @=L

% x

1
De (*), temos f (%) = % e substituindo na equagéo original:
1
f=x)+ = 1

() + L x5 2f(-x) =x2 -2 (1
xf x =x=2f(—x)=x x()

X

Se fizermos x « —x em (1):



2f(~(-0)) = ()2~ == f) =5 (x4 ) VxR

Falta testar a funcéo, entdo vamos la!

L)+ (1) 1( 2+1)+1 <1>2+1

Zf(- N=xoe—|(- —}+={ - —|l=xo

xf X +f x) T 2 =) —-x) 2\ \x 1 *
X

X
o Z—xox=x (0K
3 2xZ Toxz T3 - XS x=x(0KY

~ _1 2 1 %
Concluséo: f(x) = ;(x + ;),Vx ER'm
Exemplo 7 (Jap&o/2004): Determine todas as funcdes f: R — R tais que:

FOf@ + ) = (F))’ +y, vy €R

Solucéo: Inicialmente, facamos x « 0 na equacéo original. Dai:

FOFO +7) =02 +y=F(f(»)=f(0)?*+y,VyeR(1)

A funcio h: R - R, h(x) = f(0)? + x, Vx € R, € injetora, pois h(a) = h(b) =
f(0)2+a=f(0)2+b=a=b>b. Ela também é sobrejetora, pois para todo y € R,
existe x € R tal que h(x) =1y. De fato, basta tomar x = y — f(0)?, uma vez que
h(x) = h(y — £(0)?) = f(0)2 +y — f(0)2 = y . h(x) = y. Portanto, h € bijetora.

Agora, veja que, de (1), f(f(¥)) = h(y), para todo y € R. Dessa forma, f &
injetora, pois f(a) = f(b) = f(f(a)) = f(f(b)) = h(a) = h(b) = a = b (pois h &

injetora). Além disso, f também é sobrejetora, pois dado y € R, existe x € R tal que
f(x) =y. De fato, basta tomar x = f(x'), onde x" € R é tal que h(x") =y (tal x’
existe, pois h é sobrejetora). Assim, f(x) = f(f(x))=h&) =y~ f(x) =y.
Portanto, f é bijetora, e assim existe x, € R tal que f(x,) = 0.

Na equacéo original, fagca x « x,:

Flxof o) + f) = (Fx) +y = F(FO)) =y, ¥y € R (2)
Combinando (1) e (2), f(0)2=0= f(0) =0(3)

Ademais, se na equacdo original, fizermos x « f(x), temos:

, @
FFEFF) + 1) = (F(F@)) +y B F(fIx+f()) =22 +y =

= f(xf () +f() =x*+y,Vx,y € R(4)



Veja a equacdo original. O lado esquerdo dela é igual ao lado esquerdo de (4),
de modo que podemos inferir que x%+y = (f(x))2 +vy = x? = f(x)?, donde
f(x) = x ou—x,Vx € R (x),. Como vimos no exemplo 4, isso ndo necessariamente
implica que haja apenas duas soluges. Porém, como esse € um problema olimpico de
equacdes funcionais, ¢ natural supor que nao ha solu¢des que “misturam” o x € 0 —x.
Mas como provar isso?

Suponhamos que essa solugdo “misturada” aparega, ou seja, que existam
a,b € R* tais que f(a) = a e f(b) = —b (j& sabemos que f(0) = 0 = —0, ou seja, sO
precisamos olhar para valores diferentes de 0). Fazendo x < b e y « a na equacao
original, temos:

Fbf ) + f(@) = (1))’ +a= f(b(—b) +a) = (~b)* +a =
f(a—b%) =a+b?(5)

De (%), f(a—b?) =a—b?oub?—a. No primeiro caso, a — b? = a + b?,
donde b = 0, um absurdo. No segundo caso, h? —a = a + b?, donde a = 0, outro
absurdo. Portanto, f sO possui uma lei de formacdo, ou seja, f(x) =x,Vx € R ou
f(x) = —x,Vx € R. Falta testar essas funcgdes!

Testando f(x) = x: f(xf(X) + () = (f()" +y & f( +y) =x> +,
0 que é claramente verdade.

Testando f(x) = —x: f(xf(x) + f(y)) = (f(x))2 tye f(=x*—y)=x*+
ye —(—xt-y)=x*+yeox*+y=x*+y(0K")

Portanto, as funcdes que satisfazem o nosso problema sdo f(x) = x,Vx ER e
f(x)=—x,VxER®N

Exemplo 8 (Russia/2000): Determine todas as funcdes f: R — R tais que:
fx+y)+fy+2)+f(z+x)=3f(x+2y+32),Vx,y,z€E R

Solucdo: Espere um pouco! Isso ndo é uma equagdo funcional, mas sim uma
INEQUACAO FUNCIONAL! Como a gente resolve essa coisa? O segredo esta
justamente em usar duas desigualdades para provar uma igualdade. Em termos
matematicos, se provarmos que a = b e que a < b, provamos que a = b, convertendo
as inequacdes em equacOes. Devemos usar isso em nosso favor nesse problema.

Se na equacdo funcional fizermos y, z « 0:
fx+0)+fO0O+0)+f0+x)=>3f(x+2.0+3.0) =

= 2f(x) +f(0) 23f(x) = f(0) = f(x),Vx ER ()



Agora é a vez de jogar f(0) para o lado direito da inequacédo, e fazemos isso
colocando y « x e z « —x:

fa+x)+fx—x)+f(—x+x)=f(x+2x—3x) =

£(2x) + 2£(0) = 3£(0) = f(2x) = f(0),Vx € R (1)

Quase! Mas podemos fazer x < x/2 em (1) parater f(x) = f(0),Vx € R (xx).
Isso significa que, de (x), (**), f(x) = f(0), e como f(0) é constante, concluimos que
f(x) =c,Vx € R, onde c = f(0) € essa constante. Falta s¢ testar essa fun¢do, e mesmo
que o teste seja trivial, devemos fazé-lo sempre!

fx+y)+fy+2)+f(z+x)=23f(x+2y+3z) ©c+c+c=3c (0K

Conclusdo: Para qualquer constante real ¢, f(x) = c,Vx € R é solu¢do. Em
outras palavras, todas as soluc¢des do problema sdo todas as fung¢des constantes reais m

Exemplo 9: Determine todas as fungbes f:N — N tais que, para todo n € N,

f(f(M) + f(n) =2n+ 3 (OBS: N = {1,2,...}).

Solugdo: Fazendo n « 1, f(f(1))+ f(1) =5(x). O bom de termos o
contradominio como N é que ele limita os valores de f(1) em (1). Dessa forma, como
f(f(1) = 1, temos que f(1) < 5—1 = 4. Portanto, f(1) = 1,2,3 ou 4.

Se f(1) = 4, entdo de (*) temos f(4) = 1. Fazendo n « 4 na equacdo original,
temos f(f(4)) + f(4) =24+ 3= f(1) + f(4) = 11 = 4 + 1 = 11, um absurdo.

Se f(1) = 3, entdo de (*) temos f(3) = 2. Substituindo n por 3 na equagéo
original, obtemos f(f(3)) + f(3) = 2.3 +3 = f(2) = 7, e substituindo n por 2 na
equacdo original, obtemos f(f(2)) + f(2) = 2.2 4+ 3 = f(7) = 0, um absurdo, ja que
0 &€ CDom(f).

Se f(1) =1,de () temos f(1) + 1 =5 = f(1) = 4, um absurdo.

Portanto, f(1) = 2, e de (*), f(2) = 3. O interessante € que se substituirmos
n = 2 na equacao original, obteremos f(3) = 4. Isso parece um padrdo, ndo? Sera que
da para provarmos que f(n) = n + 1, para todo n natural?

Se o dominio fosse o conjunto dos reais, teriamos mais dificuldade, mas o bom
de termos Dom(f) = N é que podemos aplicar indugdo, e essa & uma arma fortissima
para se resolver equagdes funcionais com dominio natural (e até mesmo inteiro ou
racional). Provaremos por indugdo em n que f(n) =n + 1.

O caso inicial n = 1 j& foi feito acima. Suponha que f(k) = k + 1, para algum
k € N. Nosso objetivo é provar que f(k + 1) = k + 2. Para tanto, substitua n por k na
equacéo original:



fFF)) +fk) =2k+3=>fk+ D +k+1=2k+3=>f(k+1) =k+2

E o resultado segue por inducdo. Portanto, f(n) = n + 1, para todo n natural.
Testando a funcao:

ffM)+fm)=2n+3e fr+D+n+1=2n+3 &
(mn+1D+1)+n+1=2n+3 e 2n+3=2n+3 (0K
Conclusdo: f(n) =n+1,vneEN =

Para finalizar, deixamos uma lista com 42 problemas de olimpiadas, distribuidos
mais ou menos em ordem crescente de dificuldade. Se vocé ndo conseguir resolver de
cara essas questdes, ndo se preocupe! Resolver problemas de equacbes funcionais
consiste em tentar varias substituicdes, encontrar varias equacdes indteis no meio do
caminho, até encontrar aquela que nos trard avancos. Repetindo o que foi dito na
introducdo: treino (muito treino!) e mente aberta. Isso é tudo o que vocé vai precisar
para resolver esses problemas.

5. Problemas

Problema 1 (OBM/2001 — 22 Fase): Determine todas as fungdes f : R — R tais
que f(x) = f(—x)ef(x +y) = f(x) + f(y) + 8xy + 115, para todos os reais
xey.

Problema 2 (Inglaterra/96): Uma funcdo f definida nos inteiros positivos
satisfaz f(1) = 1996 e além disso:

fO+f2)+...+f(n) = n%.f(n); n > 1
Calcule £(1996).

Problema 3 (Italia/96): Seja f uma funcdo dos reais nos reais, tal que para
qualquer real x:

@ f(10 + x) = f(10 — x)
(b) f(20 + x) = —f(20 — x)

Prove que f é impar e periddica.

Problema 4 (OBM/2005 - 22 Fase): A funcdo f:R — R satisfaz a equacéo
f(x + f(¥)) = x + f(f(y)) para todos os numeros reais x e y. Sabendo que
f(2) =8, calcule £(2005).

Problema 5 (Balcanica/87): Seja a um numero real e f: R — R uma funcéo tal
que para quaisquer x,y € R:

@f(x +y) = fOf(a -y + fOfla - »);



(b) £(0) =
Prove que a funcdo f € constante.

Problema 6 (Irlanda/95): Determine todas as fungGes f de reais em reais que
satisfazem a equacdo funcional:

x.f@—-y.f@)=(&—-y).f(x+y),Vx,y€ER

Problema 7 (Czech-Slovak Match/1997): Determine todas as fungdes f: R - R
tais que:

fUE@) +y) =f(x*—y) +4f(x)y,Vx,y €R

Problema 8 (Australia/91): Mostre que existe precisamente uma fungdo f que
esta definida para todos os reais diferentes de zero, satisfazendo:

(@) f(x) = xf G) parax # 0
) f(X)+f(y) =1+ f(x+y),Vx,y € R, comx +y # 0.

Problema 9 (Ibero/87): Ache todas as fungdes f definidas em R —{-1,0, 1}
tomando valores em reais, tais que:

1—x

[FCOL2 f (m) = 64x,Vx # 0,1, —1

Problema 10 (Austrélia/95): Determine todas as funcbes f: R} — R’ tais que
f@) = % e que:

F) = £G.f (5) + £01 (2) vy e R:

Problema 11 (Korea/97): Determine todas as fungdes f: N — N satisfazendo:

e Paratodo n natural, f(n + f(n)) = f(n);
e Existe um natural n, tal que f(ny) = 1.

Problema 12 (Africa do Sul/97): Encontre todas as funcgbes f: Z — Z tais que:
f(m +f(n)) =f(m)+nVvmneZ

Problema 13 (Espanha/98): Determine todas as funcgdes estritamente crescentes
f:N — N tais que:

f(n+f(n)) =2f(n),vyn €N

Problema 14 (Nordica/98): Determine todas as funcgdes f: Q — Q tais que:



fO+y)+fx—y)=2f(x)+2f(y),Vx,y EQ

Problema 15 (Republica Tcheca/96): Determine para quais inteiros k existe
uma funcdo f: N — Z com

o £(1995) = 1996;
o fly)=f()+f¥)+k f(ndc(x,y)),vVx,y €N

Problema 16 (IMO/87): Existe uma funcdo f:N — N satisfazendo a equagdo
f(f() =n+1987,vn € N?

Problema 17 (Ibero/93): Determine todas as fungdes f: N — N tais que:

e Sex<y,entdo f(x) < f();
o f(yf()=x*f(xy),Vx,y EN

Problema 18 (IMO/2008): Determine todas as fungdes f: R} — R} tais que:

(Fw) "+ (F)° _ w2+
OO NI

Para todos os reais positivos w, x, y, z satisfazendo wx = yz.
Problema 19 (Balcanica/2000): Determine todas as fungdes f: R — R tais que:
ffG)+fO) =f()*+yvx,y €R

Problema 20 (IMO/86): Determine todas as funcdes f: R, — R, tais que:

i) fOSfO)fG) =flx+y),vxy R}
(i)  f(2=0
@iii)  f(x)#0para0 <x < 2.
Problema 21 (IMO/92): Determine todas as funcdes f: R — R tais que:
f+f) =y +fx)?%Vxy €R

Problema 22 (Teste IMO - Argentina/2010): Determine todas as funcfes
f:R —= R tais que:

Fletxy+ 1) = (10 +3) (f0) +3) vey e R

Problema 23: Existe uma funcdo limitada f: R — R (ou seja, existe um ndmero
M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo x € R) tal que f(1) = 1 e que, para todo nimero

real x, tem-se f (x + xiz) =f(x)+ (f G))Z’?



Problema 24 (Australia/98): Determine todas as fungdes f: R — R tais que:

o f(x)=f(—x),Vx ER,;

. f(i)=f(§)+f(%)+2xy—2000,Vx,y€]R* comx+y # 0.

x+y

Problema 25 (Lista IMO/2009): Ache todas as funcfes f: R} — R} tais que:

e f(1)=2008;
e |f(x)] < x?%+ 10047,

1 1 1 1
o flrtyriag)=r(x+y)+r(v+3)
Problema 26 (Jap&o/2006): Determine todas as funcgdes f: R — R tais que:

(FO) +2yf () + fF) = f(y + F(0)), ¥x,y € R

Problema 27 (Banco IMO/2000): Determine todos os pares de funcgdes
f,g: R — Rtais que:

fx+90)) =xf() —yf(x) + g(x),vx,y €R
Problema 28 (Banco IM0O/2002): Ache todas as fungdes f: R — R tais que:
fA@+y)=2x+f(f) —x),vx,y €R
Problema 29 (Banco IMO/2005): Determine todas as fung¢des f: R — R com:
fO+y)+ffQ) =fxy) +2xy+ 1L vx,y €R
Problema 30 (IMO/1999): Determine todas as fungdes f: R — R tais que:
flx=fO)=ffM)+xfG)+fx) - 1LVx,y ER

Problema 31 (Banco IMO/2009): Seja f: R — R uma funcdo qualquer. Prove
que existem nimeros reais x, y tais que f(x — f()) > yf(x) + x.

Problema 32 (Banco IMO/2011): Determine todas as fungdes f: R — R tais
que, para todos os reais x, y, temos que:

fOfGe+9) = fuf () +x2

Problema 33 (Banco IMO/2011): Determine todos os pares de fungdes
f,g: R — R tais que:

gfx+y) =)+ 2x+y)g(y), vx,y €R
Problema 34 (OBM/1998): Determine todas as fungdes f: N — N tais que:

f(2f(x)) =x+1998,vx €N



Problema 35 (IMO/2009): Determine todas as func¢des f: N — N tais que, para
todos os inteiros positivos a e b, existe um tridngulo ndo degenerado com lados de
comprimentos a, f(b) e f(b + f(a) — 1).

Problema 36 (Jap&o/2013): Determine todas as fungdes f: Z — R tais que:
fm)+f(n) = f(mn) + f(m+n+ mn),vm,n € Z
Problema 37 (Teste IMO/2008): Considere todas as fung¢des f: N — N tais que:
fm+n) = f(m) + f(f(n)) - 1
Para todos m,n € N. Ache os possiveis valores de f(2008).
Problema 38 (Banco IM0O/2010): Ache todas as fungdes f: Q* — QT tais que:

ff(x)*y) = x*f(xy),vx,y € Q*

Problema 39 (IMO/2012): Encontre todas as funcbes f:Z — Z tais que, para
todos os inteiros a, b, c satisfazendo a + b + ¢ = 0, a seguinte igualdade é valida:

f(@?+ f(b)? + f(c)? = 2f (@)f (b) + 2f (b)f (c) + 2f (c)f (@)
Problema 40 (OBM/2006): Determine todas as fungdes f: R — R tais que:
flxf)+ f() = 2f0) + xy,Vx,y €R
Problema 41 (IMO/2010): Determine todas as fungdes f: R — R tais que:

fUx]y) = FOIF WL v,y €R

Problema 42 (USAMO/2000): Dizemos que uma fungdo f:R — R é muito
convexa se:

f+ )

x+y

Prove que ndo existe nenhuma fungdo muito convexa.



