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A ideia principal do pulo de Vieta € gerar uma nova solucdo (x',y") a partir de
uma dada solugdo (x,y) (por isso o nome “pulo”: vocé pula de uma solucdo para
outral!). Existem diversas formas de se gerar essa solucao adicional: olhar as relacGes de
soma e produto numa equacdo do segundo grau, ou usar algum elemento de simetria
caracteristica do problema.

Além disso, outra utilidade do pulo de Vieta é mostrar que uma determinada
equacdo ndo possui solucdo. Para tanto, vocé supde a existéncia de uma solugéo
minimal (solucdo essa que minimiza algo, como a soma das varidveis, por exemplo), e
prova que existe uma solugéo “menor”, gerando um absurdo.

Para se acostumar com essa técnica, é preciso fazer muitos exercicios, e 0s
problemas a seguir estdo ai para isso. Divirtam-se!
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Problema 1: Se a, b, g s&o inteiros positivos, tais que g = %, prove que q = 5.

Problema 2: Demonstre que ndo existem inteiros positivos x,y,n tais que eles
satisfagam x? + y? = n(x + 1)(y + 1).

x2+y2+1

Problema 3: Sejam x, y naturais tais que xy|x? + y? + 1. Prove que 3.

Problema 4 (Putnam): Prove que, para todo nimero real N, a equacgao:
x% + XZZ + x% + XZ = xleX3 + XZX3X4 + X3X4X1 + X1x2X3
Possui uma solucéo na qual x4, x5, x5, x, S&0 todos inteiros maiores que N.

Problema 5 (IMO/1981): Determine o maior valor possivel de m? + n?, onde m,n séo
inteiros positivos menores ou iguais a 1981, tais que (n? — mn — m?)? = 1.

Problema 6: Determine todos os inteiros positivos m, n tais que m|n? + 1e n|m? + 1.
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Problema 7: Ache todos os possiveis valores de k € N tais que % =k (a,b €EN)

@1 _ ) (a,b € N)

Problema 8: Ache todos os possiveis valores de k € N tais que —

Problema 9 (IMO/1988): Sejam a, b inteiros positivos tais que ab + 1 divide a? + b2.

24p?% | .
Prove que (jsz é um quadrado perfeito.

Problema 10: Se a,b,c sdo inteiros positivos tais que 0 < a? + b? —abc < c,
demonstre que a? + b? — abc é um quadrado perfeito.



(m+n)?

Problema 11: Sejam m, n, k inteiros positivos satisfazendo k = —————
4m(m-n)2+4

. Prove que

k € quadrado perfeito.

Problema 12 (Roménia/2005): Determine todas as quadruplas de inteiros positivos
(a, b, m,n) tais que:

a™b™ = (a+b)*+1

Problema 13: Sejam m,n inteiros com mesma paridade, tais que m? — n? + 1 divide
n? — 1. Prove que m? — n? + 1 é um quadrado perfeito.

Problema 14 (IMO/2003): Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b) tais que
2

2ab2_pirr c Um Inteiro positivo.
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Problema 15 (IMO/2007): Dados os inteiros positivos a, b, prove que % é um

inteiro se, e somente se, a = b.

Problema 16: Prove que, para todo inteiro positivo m, existem infinitos inteiros
positivos (x, y) tais que:

e X,y sdo distintos;
e x|y?+mey|x?+m.

Problema 17 (Rioplatense/2017): Mostre que existem infinitos pares de inteiros
positivos (m, n), com m < n, tais que:

m|n?18 + n205 4 .4+ 1enm?° + M2 .t m+ 1

Problema 18 (IMC/2018 - generalizacdo): Determine todos os pares de polindbmios de
coeficientes complexos (P, Q) (monicos ou n&o) tais que P|Q% + 1 e Q|P? + 1.

Problema 19: Determine todos os pares de polindmios (P,Q) em C[x] satisfazendo
PQ + 1|P? + Q2.

Problema 20: Demonstre que se x, y, z S0 numeros inteiros positivos, entdo o produto
(xy + 1)(yz + 1)(zx + 1) € quadrado perfeito se, e somente se, xy + 1,yz + 1,zx + 1
séo todos quadrados perfeitos.



