Melhor solugdo Problema 5 — Nivel 3 - OBM 2018

Gabriel Marques Domingues (com pequenos acertos e uma generaliza¢éo)

Vamos nos atentar apenas para uma faixa 10% < n < 10%*1 para k muito grande. Temos:

— . k+1 k
A1okpm = Ayokym—q " 10 +10"4+m

Seja 10*1 = @ (mod 7) e a; k= a (mod 7)
a-aa+1+10f>a?a+a+2+10F(1+a)
sala+a?+2a+3+10fF1+a+a?) - -

aba+ (a® +2a*+3a® +4a? +5a+6) + 10*(1 + a + a? + -+ a®)

Temos a® = 1 (mod 7) {¢(7) = 6}
a® +2a* +3a3 +4a® +5a+6
=a® - 5a*+10a® — 10a? + 5a — 1 (mod 7)
= (a —1)° (mod 7)
Supondoa #1: 1+a+a?+--+a’=0(mod?7)

_at-1

T a-1
Logo a gk, = a+ (a — 1)% (mod 7) e Aok = a+ 1@ — 1)% (mod 7), [ inteiro positivo.
=a+l(a—1)° =0 (mod 7).

Lembrando que Z; € um corpo, existe [ tal que a, 4k,
Tal abordagem pode ser generalizada. De fato, para p primo, podemos mostrar que, sendo
10"t = ¢ (modp) e £ 1:

Aoy (po1) = Gyok + (@ — 1)’ 2 =a,pk + (@ — 1) (mod p)
O que resolve problema para p primo exceto nos casos 2, 3 e 5. Que sdo facilmente tratados
separadamente. Vamos mostrar esse fato mais geral.
Iterando a recursdo, obtemos:

Ayokypo1y = @P Ty or + (@P72 +2aP 73 + 3aP7H 4 o+ (p — 1))
+10%(@P 2+ aP 3 +-4+1) o
afl —a

1 aP~1 -1
— k
a10k+(p_1)=a10k+(a_1 —(p—l))-a_1+10 ( po— ><:)

10k (po1) = Aok + (@ — 1)~ (mod p)

0k+1 =

(Com um raciocinio similar, podemos mostrar que, para 1 1 (mod p), Ayokyp = aok-)

Essa formula também pode ser obtida com o auxilio de uma recursdo linear homogénea para a
sequéncia, supondo que os termos envolvem nimeros com a mesma quantidade k de digitos:

nps = (10F +2)apy, — (2 10% + 1)a,,; + 10%a,
As raizes da equag3o caracteristica dessa recursdo s3o 1 (raiz dupla) e 10%, ou seja,
Qg4 = A(105)" + B(n) +C,

10 1(10%+9)

emque B = T—or & = (1_10k)2

e A= aqgk-1 —C.

Obtemos, dessa maneira, outra possivel solugdo. Mostrar que, sob certas condicGes, a equacdo
Agok-14pq = A(lOk)n + B(n) + € = 0 (mod p) é soluvel.



Outra maneira de atacar o problema (meio trabalhosa)

Outra abordagem bastante elucidativa é buscar uma férmula fechada para S, =

10...010...0110...02...99...98 99 ...99, o numero obtido justapondo-se todos os nimeros
k k k k k

de k digitos. A determinagdo de uma férmula fechada para S; é muito util no problema, pois

— 10k@0*-10%"1) %0 M ; ;
a ok, = 10%C )a, k-1_, + S) e temos a recursio médulo p citada acima para tratar
os demais casos.

Entao:

Sp = 10571 10K(10%-10572-1) p (10k=1 4 1)+ 10k(10°-10%7-2) 4oy (10K — 1) - 10K° &
10k—10k1-1

Sk — Z (lok—l 4+ l) . 10k(10k—10k_1—1—i)
i=0
Assim:
10k—10k-1-1
105, = Z (1051 4 ¢) - 10K(10%-10%7 1) =
i=0
10k-10k-1-2
10k-1 . 1gk(10¥-10%"1) 4 Z (10k—1 +i+ 1) . 10k(10%~10%"1~1-i)
i=0
E
10k-10%"1-2
(10k _ 1) . Sk — 10k—1 . 10k(10k—10k_1) _ (10k _ 1) + Z 10k(10k—10k_1—1—i)
i=0

10*-10k"1-1
& (108 —1) - §, = 10k~1 - 10k(10"-10%7) _ (10k — 1) 4 Z 10%

i=1

10k(10k—10k_1) _ 10k
10k — 1

& (10% — 1) -5, = 10¥71 - 10K(10% 107 _ (10k — 1) 4

& (10K - 1) -5, = (1021 — 1051 4 1) - 10K(10“-107) _ (10k — 1)* — 10k

Como 10¥ = 10%~! = 4 (mod 6), parak > 1, e 10° = 1 (mod 7):
(105 —1)* -5, = (1021 = 10571 4+ 1) — (10% — 1) — 10% (mod 7)

Para os préximos passos, iremos utilizar que, médulo 7: 109™+1 = 3, 10°"%2 = 2, 10°"*3 = ¢,
1067+4 = 4,10°™+> = 5,

Consequentemente, para k nao divisivel por 6:
Sk =5-10k1(10% — 1) 7" = 10%+4(10% — 1) (mod 7)

E, portanto, para k > 1 e ndo divisivel por 6:



k k— -1
gy = 10KA0 =105 Dg bt 4+ S = aygky = aygi-1_q + 10K74(10% — 1)

Considerando, entdo, que a;g_1 = a9 = 1 (mod 7):

Ap2_1 = Ag9-1 +10°- (102 = 1)1 =141-(102-1Dt=1+1-2-1)"1=2;
App3_1 = G924 +107- (103 -1)"1=2+410-(103-1)"1=2+3-(6—-1)"1=4;
A1 = Ayp3q + 108 (10* —1)"1=4+102-(10* -1 t1=4+2-4—-1)"t=0;
Q051 = Ajpt_q +10%2-(10°=1)"1=0+103-(10°-1)"1=0+6-(5—-1)"1 =5.

Para determinarmos a,ys_, nao podemos usar a recursdo obtida para tais termos, porém,
utilizando a recursao original:
A1054m = Q1o54mo1 * 10° +10° + M = aygs4p_y + 5+ m (mod 7)
Assim:
A105 = Q99999 + 5 =5+ 5 = 3 (mod 7);
A1p541 = Q05 + 6 =3+ 2 =5 (mod 7);
(10542 = Q9541+ 7 =2+ 0 =2 (mod 7);
(10543 = Qy0542, T8 =2+ 1 =3 (mod 7);
(10544 = Q10543 T 9 =3 +2 =5 (mod 7);
(10545 = Aq9544 + 10 =54+ 3 =1 (mod 7);
(10546 = Q10545 T 11=1+4 =5 (mod 7);
(10547 = Q10546 T 12=5+5=3 = a,,5(mod 7).
Logo temos caracterizado um periodo e, como, 10¢ — 1 = 0 = 10> + 2(mod 7):
A106—1 = Aqg542 = 2 (mod 7)

Voltando a recursdo para os termos a, gk_;:

Ao7_1 = Agp6_4 + 1011 - (107 = 1)"1=24+10°-(10-1)"1=2+5-3-1)"1=1;

A1o8_1 = Ayg7_q +1012- (108 - 1)1 =1+1-(10°-Dt=14+1-2-1)1=2
Completando o periodo, o que nos permite afirmar que:

Aip6n_1 = 2,a106n+1_1 = 1,a106n+2_1 = 2, Aqp6n+3_q = 4, Ap6n+s_1 = 0, QAqg6n+s5_1 = 5.
Ou seja, a partir da recursdo original:

Aqgén+e = 0, Aqgén+1 = 5, Aqg6n+z = 0, Aqp6n+3 = 1, Aqpn+s = 4, Qaqg6n+s = 3.

Finalmente, podemos, com o auxilio da recursdo obtida na melhor solu¢do, podemos montar as
tabelas a seguir que esgotam os casos do problema.

Soma 1 Soma 5

5 10| 10} 1 1000, 13
0| 11] 11 4 1001 14
5 12| 12| 3 1002 15
2 13 13 0| 1003 16
4 14 14 3 1004 17}
2 15| 15 2 1005 18
6 16 16 3| 106! 8| 6 1006 19|
1] 17, 17) 6| 107, 9 2 1007, 20]
6 18| 18 4 108 10| 1 1008| 0
3 19| 19 0 109 11 5 1009 1]
5 20| 20) 5 110 12 1 1010, 2|
3 21 0| 1 111] 13| 0| 1011 3]
0| 22 1] 6 112 0 4 1012 4
2 23 2| 2| 113 1 0| 1013 5|
0| 24 3| 0 114 6 1014 6)
4 25 4 3 115 3 1015 7|
6 26| 5 6 1016 8
4 27| 6) 5 1017, 9
1 28] 7 2 1018, 10
3 29 8| 5 1019 11]
1 30) 9| 4 1020 12|
5 31 1 1021

0 32 4 1022



Soma 2 Divisao por zero Soma 4

4 10000 4 3| 100000 5 0| 1000000 22
4 10001 5| 2| 100001 6 2| 1000001 23
5 10002 6 2( 100002 0 2| 1000002 24
4 10003 7, 3| 100003 1 3| 1000003 25
0 10004 8 5| 100004 2 0| 1000004 26
2 10005 9 1| 100005 3 6| 1000005 27|
6 10006 10 5| 100006 4 4| 1000006 28|
6 10007 11] 3 100007 6| 1000007 29
0 10008 12| 2 100008 6| 1000008 30,
6 10009 13| 0| 1000009 31
2 10010 14 4| 1000010 32
4 10011 15 3| 1000011 33
1 10012 16| 1| 1000012 34
1 10013 17 3| 1000013 35
2 10014 18 3| 1000014 36
1 10015 19 4| 1000015 37|
4 10016 20 1| 1000016 38|
6 10017 21 0| 1000017 39
3 10018 22 5| 1000018 40
3 10019 23 0| 1000019 41
4 10020 24] 0| 1000020 0
3 10021 25 1| 1000021 1
6 10022 26 5| 1000022 2
1 10023 27| 4| 1000023 3
5 10024 28 2| 1000024 4
5 10025 29 4| 1000025 5
6 10026 30, 4| 1000026 6)
5 10027 31 5| 1000027 7|
1 10028 32| 2| 1000028 8|
3 10029 33| 1| 1000029 9
0 10030 34] 6| 1000030 10
0 10031 35) 1| 1000031 11
1 10032 36) 1| 1000032 12
0 10033 37| 2| 1000033 13
3 10034 38| 6| 1000034 14
5 10035 39 5| 1000035 15
2 10036 40, 3| 1000036 16
2 10037 41 5| 1000037 17
3 10038 0 5| 1000038 18
2 10039 1] 6| 1000039 19
5 10040 2 3| 1000040 20|
0 10041 3 2| 1000041 21
4 10042 0 1000042

4 10043 2 1000043

Vale a pena observar que nossa analise se tornou mais simples, pois, quando consideramos a
equacao:
(10% — 1) -5, = (1021 — 1051 4 1) - 10k(10°-10"7") _ (10K — 1)* — 10k
Podemos utilizar que 10¥ = 10%¥~! (mod p — 1) parap = 7.
De fato, sempre que temosp — 1| 10¥ — 10*"1 & p — 1| 9 - 10%~! para algum k fixado, com
10% — 1 n3o divisivel por p, podemos fazer a seguinte simplificagdo:
(105 —1)* -5, = (1021 — 10%~1 + 1) — (10% — 1) — 10* (mod p)
o (10K = 1)*- 5, = (1021 = 1051 + 1) — (10% — 1) — 10* (mod p)



& S =—9-10%71(10% — 1) (mod p)
E, portanto, para k grande o suficiente e ndo divisivel por p — 1:

— 10k@0k-10%"1) -1

ajgk_q Lok-1_1 + Sk = Aygk_y = ayok-1_, — 9 - 10¥71(10%F — 1)

Parap = 19, por exemplo, obtemos
-1 -1
Ayok_q = Qyok-1_4 + 10F(10¥ — 1) " = a;gk-1_, + 1+ (10F — 1)
Ha vdrios casos a considerar nessa recursdao — 10 é uma raiz primitiva de 19 —mas ela é bastante
elegante!

Faremos agora uma analise exaustiva para p = 11, similar a que fizemos parap = 7.
Para k impar, k > 1:
-1
Auok_q = Quok-1_ —9-10F71(10¥ - 1) " = a gk-1_, +2- (D ((-D)F - 1)

S a kg =1, +2° 1 (=2) ' =aype-1_, +2 5= ayge-1_, — 1
0k+1 =

-1

Lembrando ainda que, para p primo, sendo 1 a(modp)ea # 1:

Ak yi(p-1) = Gyok + (@ — 1)?~2 (mod p)
Ou seja, para k par, @y, 19; = aqok + 1(=1 —1)7" = a,x + 51 (mod 11). Para k impar, a
recursdo é mais simples, a; ok, 1;; = @, (mod 11).
Logo, voltando para o caso em k € par, a,gk_; = Q;ok-1,9.19k-1_1€, Sabemos que 9 - 101 —
1=1(mod11). Consequentemente, @ gk_; = Ajgk-1,, = 10¥a; k-1 + 101+ 1 &
Aiok_q = Qqgk-1€, portanto, a jk_; = 10ka10k—1_1 + 10+ 1 = a o k-1 — 1. Isto &, sempre €
valido que a;jk_; = a;gk-1 — 1.
Assim, temos os casos iniciais:

5 4
1 1 1 4 10 10 8 100 100
1 2 2 4 11 0 5 101 101
2 3 3 5 12 1 O 102 102
2 4 4 7 13 2 6 103 103
3 5) 5 10 14 3 10 104 104
3 6 6 3 15 4 7 105 105
4 7 7 8 16 5 0 106 106
4 8 8 3 17 6 8 107 107
D) 9 9 10 18 7 1 108 108
5 10 0 7 19 8 9 109 109
6 11 1 5 20 9 2 110 0
6 12 2 4 21 10 10 111 1
7 13 3 4 22 0 3 112 2
7 14 4 5 23 1 0 113 3
8 15 5 7 24 2 4 114 4
8 16 6 10 25 3 1 115 5
9 17 7 3 26 4 5 116 6
9 18 8 8 27 5 2 117 7
10 19 9 3 28 6 6 118 8
10 20 0 10 29 7 3 119 9
0 21 1 7 30 8 7 120 10
0 22 2 5 SHll 9 4 121 11
4 32 10 8 122 12
5 123 13

E interessante notar que o primeiro multiplo de 11 é a, ¢! Continuando.



3 2 1

2 1000 10 10 10000 100| 0f 100000 10
2 1001 0 S 10001 101 Of 100001 0
3 1002 1 0 10002 102 1] 100002 1
o) 1003 2 4 10003 103 3| 100003 2
8 1004 3 1 10004 104 6| 100004 3
1 1005 4 ) 10005 105] 10 100005 4
6 1006 5 2 10006 106 4[ 100006 5
1 1007 6 6 10007 107 10{ 100007 6
8 1008 7 S 10008 108 6| 100008 7
5) 1009 8 7 10009 109 3[ 100009 8
& 1010 9 4 10010 0 1] 100010 9
2 1011 10 8 10011 1 0] 100011 10
2 1012 0 B 10012 2 0[ 100012 0
3 1013 1 O 10013 3 1| 100013 1
5 1014 2 6 10014 4 3| 100014 2
8 1015 3 10 10015 5 6] 100015 3
1 1016 4 7 10016 6 10| 100016 4
6 1017 5 0 10017 7 4[ 100017 5
1 1018 6 8 10018 8 10 100018 6
8 1019 7 1 10019 9 6] 100019 7
) 1020 8 9 10020 10 3| 100020 8
& 1021 9 2 10021 11 1] 100021 9
2 1022 10 10 10022 12 0] 100022 10
2 1023 0 S 10023 13 Of 100023 0
3 1024 1 0 10024 14 1| 100024 1
5 1025 2 4 10025 15 3| 100025 2
8 1026 3 1 10026 16 6] 100026 3
1 1027 4 ) 10027 17 10{ 100027 4
6 1028 5 2 10028 18 4[ 100028 5
1 1029 6 6 10029 19 10| 100029 6
8 1030 7 3 10030 20 6] 100030 7
5 1031 8 7 10031 21 3| 100031 8
3 1032 9 4 10032 22 1| 100032 9
2 1033 10 8 10033 23 Of 100033 10
2 1034 0

Observando os ciclos de nimeros com quantidades pares de digitos e quantidades impares de
.. — — l
digitos, percebemos que a,pak+n+1,; = Gqpzktiy; — 2 € A p2tk+n)y; = Qqg2ky; + (-1 - 2.
Vamos demonstrar essas propriedades.
J& provamos que Aiok+1_q = Qqgk-1_; — 2. Considerando, entdo, que a;jk+1 =
10k+2a10k+1_1 + 10k*1 e Aqgk-1 = 1()"(110k—1_1 + 10%°1;
- k+2 k+1 — k k-1
Aiok+1 = -1 Apok+1_q t+ (-1 = (-1 (Cllok—1_1 -2)+(-1) 4

a gkt = 10%a; o1y + 10571 + (D)2 = @ s + (—1)FHE -2

Isso prova o caso em que [ = 0. Indutivamente, temos os demais casos.



10000000

=
o

10000001

10000002

10000003

10000004

10000005

10000006

10000007

10000008

10000009

10000010

OlO|NO|A|IB|WIN |- |O

10000011

1

o

10000012

10000013

10000014

10000015

10000016

10000017

10000018

10000019

10000020

10000021

OO |N[o|AO|B|W|IN|F|O

10000022

=
o

10000023

10000024

10000025

10000026

10000027
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10000030

10000031

0

1] 1000000 100|
1| 1000001 101
2| 1000002 102
2| 1000003 103
3| 1000004 104
3| 1000005 105
4| 1000006 106
4[ 1000007 107
5| 1000008 108
5| 1000009 109
6| 1000010 0
6] 1000011 1
7| 1000012 2
7| 1000013 3
8| 1000014 4
8| 1000015 5
9| 1000016 6
9| 1000017 7
10| 1000018 8
10| 1000019 9
0| 1000020 10
0| 1000021 11
1] 1000022 12
1] 1000023 13
2| 1000024 14
2| 1000025 15
3| 1000026 16
3| 1000027 17,
4[ 1000028 18
4{ 1000029 19
5| 1000030 20
5| 1000031 21
6| 1000032 22
6| 1000033 23

10000032

O|O|N|[O|OIDWIN|F|O

10000033

=
o

9

3| 100000000 100
10| 100000001 101]
4| 100000002 102
0] 100000003 103
5| 100000004 104
1{ 100000005 105
6| 100000006 106
2| 100000007 107
7] 100000008 108
3] 100000009 109
8| 100000010 0
4| 100000011 1
9| 100000012 2
5| 100000013 3
10| 100000014 4
6| 100000015 5
0] 100000016 6
7] 100000017 7
1| 100000018 8
8| 100000019 9
2| 100000020 10
9| 100000021 11
3| 100000022 12
10| 100000023 13
4| 100000024 14
0] 100000025 15
5| 100000026 16
1 100000027 17
6| 100000028 18
2| 100000029 19
7] 100000030 20
3| 100000031 21
8| 100000032 22
4| 100000033 23
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=
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7 6
5| 10000000000 100 5[1E+11 10
8| 10000000001 101 5|1E+11 0
6| 10000000002 102 6| 1E+11 1
9| 10000000003 103 8| 1E+11 2
7] 10000000004 104 0| 1E+11 3
10| 10000000005 105 4[1E+11 4
8| 10000000006 106 9[1E+11 5
0] 10000000007 107 4[1E+11 6
9| 10000000008 108 0| 1IE+11 U
1{ 10000000009 109 8| 1IE+11 8
10| 10000000010 0 6[1E+11 9
2| 10000000011 1 5| 1E+11 10
0| 10000000012 2 5| 1E+11 0
3| 10000000013 3 6| 1E+11 1
1| 10000000014 4 8| 1E+11 2
4| 10000000015 5 0| 1E+11 3
2| 10000000016 6 4| 1E+11 4
5| 10000000017 7 9| 1E+11 5
3| 10000000018 8 4| 1E+11 6
6] 10000000019 9 0| 1IE+11 7
4| 10000000020 10 8| 1E+11 8
7] 10000000021 11 6| 1IE+11 9
5| 10000000022 12 5| 1E+11 10
8| 10000000023 13 5| 1E+11 0
6| 10000000024 14 6| 1E+11 1
9| 10000000025 15 8| 1E+11 2
7] 10000000026 16 0| 1E+11 3
10| 10000000027 17 4| 1E+11 4
8| 10000000028 18 9| 1E+11 5
0| 10000000029 19 4| 1E+11 6
9| 10000000030 20 0| 1E+11 7
1] 10000000031 21 8| 1E+11 8
10| 10000000032 22 6| 1IE+11 9
2| 10000000033 23 5| 1E+11 10




