Anélise Complexa (sem Freud)
ET©

1 Introducao

Podemos pensar em uma funcéo f: C — C como uma funcéo f: R2 —
R2, ao decompé-la em suas partes real e imagindria:

(z,yeR, u,v: RZ - R) (1)

Entretanto, do ponto de vista analitico, esta é a estratégia errada:
ao identificarmos C com R?, estamos ignorando o fato de C ser um
corpo, o mais importante aspecto que distingue C de um mero espago
vetorial real de dimensdo 2. A existéncia de divisd@o em C permite im-
itar a definicao da derivada real: se U € C é um aberto, dizemos que
uma fungao f: U — C tem derivada complexa f’(z9) em um ponto
20 € U se existir o limite

flz+iy) = u(z,y) +o(z,y) i

) dif

f(z) — f(20)

z— 20

lim
z—2zQ

f' (=0 (2)
Por outro lado, a existéncia do produto em C ainda permite, além
de multiplicar fungdes complexas f,g: U — C, estabelecer a familiar
regra do produto (fg)' = f’'g + ¢’ f para a derivada que acabamos de
definir.

Ser diferencidvel no sentido complexo é muito mais forte do que sim-
plesmente ser diferencidvel como fungdo real. Para melhor enten-
dermos esta relagdo, definimos os seguintes operadores C-lineares no
espaco das fungdes f: U — C; na notagao da decomposigao ,
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A ideia desta definicdo é pensar em z e Z como “indeterminadas” e
fazer uma “mudanga de varidveis” f(z,%z) = f(z,y) viaz = (2 + 2)/2
ey = (z — Z)/2i, aplicando a regra da cadeia. A vantagem desta
definigado é nao depender de uma escolha preconceituosa da base 1,1
para C visto como R-espaco vetorial.

Exemplo 1.1. Seja n € N. A funcgdo z™ possui derivada compleza
para todo z€ C e
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enquanto |z|?2 ndo possui derivada complera em C e
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Mais geralmente, se f: U — C € tal que f'(2) existe para todo z € U
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Assim, intuitivamente, ter derivada complexa significa “ndao depender
da varidvel z”.

2 Calculo em revista

Antes de prosseguir, vamos relembrar algumas nogoes do cdlculo em
vérias varidveis. Para cada aberto U < R™, denote por A(U) o anel
de todas as fungdes reais C* com dominio U:

AU E{f: U - R| f6C7)
Uma 1-forma sobre U é uma expressdo da forma

w = fidz1 + fodxa + - + fndan (fi € A(U))
Denotamos o conjunto de todas as 1-formas sobre U por
Qlu) &f {w | w é uma 1-forma sobre U}

Dada uma 1-forma w € Q'(U), multiplicagio por uma fungdo f €
A(U) define uma nova 1-forma fw € Q'(U), fazendo de Q'(U) um
A(U)-médulo livre de posto n; uma base é dada pelas 1-formas
dzy,...,dx, € Q1(U). Temos portanto um isomorfismo de A(U)-
moédulos

AU 5 ')
(f1,-- s fn) = frdzy + fadxa + - - + fnden

A cada fungdo f € A(U), podemos associar uma 1-forma df € Q1 (U),
dita a diferencial de f, pela regra

d: AU) - QY(U)
o df 2 of of

= —dx1 + -+ —dzx
ox1 ! O0Tn "

Note que o mapa acima satisfaz a regra de Leibniz:

d(fg)=f-dg+g-df  (f.g€ A{))
Exemplo 2.1. Seja X; € A(U) a projecdo na i-ésima coordenada:

Xi(a1,...,an) = a; para todo ponto (ai,...,an) €U

Entao dX; = dx;.
Agora vejamos o que ocorre quando “mudamos de aberto”. Se
V < R™ é outro aberto e ¢: V — U é uma fungao C®, definimos

o morfismo pull-back ¢*: A(U) — A(V) como o morfismo de anéis
induzido por “composicao com ¢”:
¢*: AU) — A(V)
frofod
De maneira andloga, podemos definir o pull-back ¢*w € Q1(V) de

1-forma w € QY(U) da seguinte maneira. Seja X; € A(U) a fungdo
“j-ésima coordenada” e escreva

d(at,...,am) = (d)l(al,...,am),...,qﬁn(al,...,am)) eU cR"
para (ai,...,am) € V. Note que ¢; = ¢*X; € A(V). Agora dado
w = fidzy + - + fadzy, € QL(U), definimos ¢*w € Q1 (V) por
¢*w = ¢*(frdz1 + -+ + fudzn)
def

= (9% f1) - d(@F X1) + -+ + (6™ fn) - d(9™ Xn)
=(fio¢) -dp1+ -+ (f109) don
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Se vocé estd assoberbado pelo “ataque avalanche de indices”, comuns
em livros de Andlise, ndo se preocupe, vejamos como estas defini¢oes
sao praticas e intuitivas em um exemplo pequeno.

Exemplo 2.2. Seja U = R%\{(0,0)} e considere a 1-forma sobre U

def z Yy 1
w = — dx + dye Q (U
x2+y2 $2+y2 Y ( )

Seja v: R — U a fungdo dada por v(t) = (cost,sent). Para obter
o pull-back yv*w € QY (R), basta “compor com ~v”, fazendo as substi-
tuigoes T <« cost e y «— sent em w, ou seja, “troque x em w pela
componente x de 7y e troque y em w pela componente y de v”:

- cost sent

"~ cos2t+sen?t cos?t +sen?t
(—cost) - (—sent)dt + (sent) - (cost)dt
= (sen2t) - dt € Q' (R)

d(cost) + d(sent)

A “raison d’étre” para se definir 1-formas é: 1-formas sdo objetos
para serem integrados em dimensao 1. Seja U € R™ um aberto
e considere uma curva orientada (aberta) I' € U com parametrizagio
~v: (a,b) - I' € U. Podemos definir a integral de w ao longo de I sim-
plesmente como a integral do pull-back de w no invervalo (a,b) € R:

b
ff 'y*w
a

Suponha que §: (¢,d) — I' € U seja outra parametrizagdo, ou
seja, v = 6 0 ¢ com ¢: (a,b) — (¢,d) um difeomorfismo crescente
(uma fungdo bijetora crescente tal que ¢ e sua inversa sdo difer-
encidveis). Das definigdes, temos y*w = ¢*(§*w) e para qualquer
1-forma f(s)ds € Q'(c, d),

b b ¢(b) d
* dt) = (£)dt = s)ds = s)ds
L¢(m>0 Lﬂam¢mt L £(s) qu

(a)

Logo a integral de w ao longo de I' é independente da parametrizacao:

[ o

x Yy
72142 dz+ w2142

do cfrculo unitério #2 + 2 = 1 menos o ponto (1,0) é igual a 0.

No exemplo anterior, a integral de w = — dy ao longo

Utilizando partigoes da unidade, podemos estender a definigao acima
para curvas diferencidveis quaisquer.

Dizemos que uma 1-forma w € Q!(U) é exata se w = df para algum
f e A(U). SeT' € U é uma curva diferencidvel orientada com inicio e
fim P,Q € U, o teorema fundamental do calculo afirma que

Lﬂzﬂ@-ﬂm

Em particular, se w é exata e I' é uma curva fechada, Sr w = 0.



3 Funcgoes homolorfas

Voltando ao caso complexo, identificando C e R2, temos que para
um aberto U € C, A(U) denotard o anel das fungdes que sdo difer-
encidveis no sentido real (i.e., sdo C® quando vistas como fungoes
de f: R? — R?), enquanto Q!(U) denotard o A(U)-médulo livre de
posto 2 formado por expressdes da forma

frdz + fady (f1, f2 € A(U))

Aqui, novamente serd mais conveniente utilizar como A(U)-base de
QY (U) as 1-formas

dz < de +idy  dz Y do —idy

Assim, a diferencial complexa pode ser escrita como a aplicagao C-
linear
d: A(U) — QY(U)

of of
—d —dz
fe 0z 2t 0z ®
Podemos definir dois outros tipos de diferenciais:
def Of
= —d
0z *

def

ot U gz

of =

de modo que d = & 4+ 0. Note que todas estas operagdes satisfazem a
regra de Leibniz.

Para w = fdz + gdz € Q' (U) e T' € U uma curva orientada com
parametrizagdo v: (a,b) — I € U, temos explicitamente

[o=[ o= (0o +@ +s6w) 7@)a

Estamos prontos para dar a mais importante definicdo em Anélise
Complexa. No que segue, denotamos o disco aberto com centro zg € C
e raio r > 0 por

A(zo;7) def {zeC||z— 20| <r}

Definigao 3.1. Sejam U < C um aberto e f: U — C uma fungdo
continua. Dizemos que f € analitica ou holomorfa em U se ela
satisfaz uma das (logo todas) sequintes propriedades equivalentes:

(i) a derivada compleza f'(z0) existe para todo zo € U.

(i) a derivada complexa f'(z0) existe para todo zo € U e f': U — C
€ uma fung¢do continua.
(#i) as derivadas complezas f', f", f",... existem em U.
(iv) (Cauchy-Riemann) f é continuamente diferencidvel, vista como
0
funcdo de R? em R2, e —{ =0.
0z
(v) (Férmula de Cauchy) Para todo disco aberto A(a;r) < U e todo

be A(a;r), temos
1
=55 |

|z—al|=Tr

Mdz
z—0b

(vi) f € localmente expansivel em série de poténcias para todo
zo € U, ou seja, existe um disco aberto A(zo;r) € U e uma
série de poténcias 3, . an(z—20)" convergente (absolutamente
e uniformemente) em A(zo;r) tal que

f(z) =) an(z—z0)"

n=0

para todo z € A(zo;T)

(vii) (Morera) para todo triangulo A € U cujo interior também estd
contido em U,

L F(z)dz =0

Denotamos por O(U) o anel de fungdes holomorfas em U.

Um dos pontos principais na demonstragao das equivaléncias acima é
o aparentemente inécuo

Lema 3.2. Seja f(2) = X, gan(z — 20)" um funcdo dada por
uma série convergente em A(zo,r). Entdo a 1-forma w = f(z)dz €
QY (A(zo,7)) € ezata. Logo §w = 0 para toda curva fechada
I' € A(zo,r).

Proof. Propriedades usuais de séries de poténcia mostram imediata-

mente que F(z) = > _,a GE=20)""1 gofine uma série convergente
q = Zin=09n T 07 &

uniforme e absolutamente em A(zo,r) e dF = w. |

E facil ver que (vi) = (iii) = (iv) = (ii) = (i). Temos (v) = (vi):
para |z — a| = r, pela férmula da soma da PG,

N

Portanto integrando em torno da circunferéncia |z — a| = r obtemos

em que fy = J _ e
" omi (z —a)nt?
|z—al|="r

f) =D tn-(b—a)" dz

n=0

Reciprocamente, (vi) = (v) segue expandindo f(z) como série de
poténcia em torno de b e utilizando o lema para mostrar que
z b
7f( )dz= 7f( ) dz +w
z—b z—b
com w exata; um calculo explicito termina a prova.
A partir de (vii) temos que é possivel definir uma primitiva

F(z) = fo F(2)dz

para f(z), em que a integral segue qualquer poligonal ligando 2 e zp;
o teorema de Morera garante a independéncia do caminho tomando.
Assim, obtemos que dF = f(z)dz é exata e portanto a integral de
f(z)dz em qualquer caminho fechado I' € U é 0. Utilizando um cam-
inho adquado (“keyhole”), obtemos a férmula de Cauchy (ver [2], p.45
por exemplo).

A implicagdo (i) = (vii) é o teorema de Goursat, cuja prova é
simples: suponha que f satisfaca (i) mas a integral em (vii) é igual
aum L # 0. Podemos dividir A em 4 tridngulos Aq,...,/A4 com
metade do perimetro P de A:

Como § . f(z)dz = SAl f(z)dz+ -+ SA4 f(z)dz, por casa dos pom-
bos, ‘SA f(z)dz| = L/4 para algum i = 1,...,4. Repetindo o pro-
cesso, obtemos no n-ésimo passo, | § n) f(2)dz| = L/4™ para algum
triangulo A(™) de perfmetro P/2™. A intersecdo dos “tridngulos en-
caixantes” A 5 A 5 ... determina um ponto zg. Por hipétese,
a funcao
aet 12) — f(z0)
z2—20

h(2) = f'(20)

satisfaz lim. .., h(z) = 0. Substituindo e observando que a 1-forma
(f(20) + f'(20)(z — 20))dz é exata, temos

JA(n) f(z)dz = JA(n) (f(z0) + f'(20)(z — 20) + h(2)(z — 20))dz

= J-A(n) h(2)(z — z0)dz

Seja € > 0 (afinal, Andlise é o estudo €’s, §’s e da desigualdade trian-
gular) e escolha n » 0 de modo que |h(z)| < € para todo z € A(™),
Como |z — zo| < P/2" se z € A temos

P 2
<e<—> — L < eP?
2n

L
— < h —20)d
" UA("> (2)(z — 20)dz

Como € pode ser escolhido arbitrariamente préximo de 0, temos uma
contradigao.

4 Teoremas principais

Eis um resumo dos principais resultados em Andglise Complexa. A
grande maioria deles s@o consequéncias mais ou menos simples da
férmula de Cauchy. A filosofia é que fungbes analiticas tém “com-
potamento essencialmente polinomial”. Por exemplo, um polinémio
nao nulo em C[z] tem uma quantidade finita de zeros, enquanto uma
fungdo holomorfa nao nula em O(C) tem um conjunto discreto de
zeros (mas possivelmente infinito, e.g. cos z).

Teorema 4.1. Seja U € C um aberto conexo e seja f € O(U) uma
funcgdo analitica. Entao ou f € identicamente nula ou seus zeros sao
isolados. No segundo caso, se a € U é um zero de f, para um certo
m € Nxg temos uma fatorag¢do

f(z)=(z=a)™ -g(2)
em que g € O(U) e g(a) # 0. O inteiro m é unicamente determinado,

chamado de ordem do zero a, denotado ord, f.

Teorema 4.2 (Liouville). Se f: C — C € inteira (i.e., analitica em
todo o plano complexo C) e limitada, entdo f é constante.

Teorema 4.3 (Aplicagao aberta). Seja U S C um aberto conezo e
seja f € O(U) uma fungdo ndo constante. Entdo f € aberta (i.e.,
leva abertos em abertos)



Teorema 4.4 (Médulo méximo). Seja U € C um aberto conezro e
limitado e seja f € OU) uma fung¢do que é continua no fecho U de
U. Entao, |f| atinge seu mdximo sobre a fronteira de U.

Lema 4.5 (Lema de Schwartz). Seja f: A(0;1) — A(0;1) uma
fungdo continua, homolorfa em A(0;1). Suponha que f(0) =

Entao |f(2)| |z| para todo z € A(0;1). Se ocorre igualdade
|f(z0)] = |z0| para algum ponto zg # 0, entdo f(z) = oz para al-

gum o € C tal que |a| =1, i.e., f € uma rotagdo.
Teorema 4.6. Considere o chamado semi-plano de Poincaré:
[ 4f {zeC|S(z) > 0}

Seja Aut(H) o grupo de automorfismos analiticos de H. Hd um iso-
morfismo

PSLy(R) S Aut(H)
az + b)

(a b)»—»(z»—)
c d cz+d

que leva a classe de uma matriz na transformacgao de Mébius corre-
spondente.

Definimos uma fun¢ao meromorfa f: U — C como uma funcao que,
localmente, pode ser escrita como o quociente de duas fungoes holo-
morfas: para todo zg € U, existem fungoes homolorfas g, h definidas
em uma vizinhanga aberta V € U de 2o tais que f(z) = g(z)/h(2)
para todo z € V. Se g(z0) # 0 enquanto h(zg) = 0, dizemos que
f tem um polo em zo (estritamente falando, f nao estd definida
neste ponto, logo o mais correto seria dizer que f define uma funcao
no complemento de seus polos, mas vamos ignorar este preciosismo).
Expandindo em série, temos que localmente

fz) = ) an(z—2)"
n=ng
para algum ng € Z. O coeficiente a—; na expansao acima é chamado

de residuo de f em zp. A importancia do residuo consiste no fato de

que, localmente,
a1

f(z)dz = dz +w
z2—20

em que w é uma l-forma exata. Assim, ao integrarmos em um cam-
inho fechado, temos que apenas o residuo contribui para a integral:
para € > 0 suficiente pequeno, temos

f f(z)dz = J 91 4z = 2mia_s
|z—zg|=€ |z—zp|=€ # — 20

Utilizando o teorema de Morera (para caminhos quaisquer),
facil provar que se I' e F’ sao caminhos homotépicos em V =
U\{polos de f} entdo (. f(z)dz = §., f(z)dz. Em outras palavras,
temos um pareamento entre o grupo de homologia H;(V,C) com coe-
ficientes em C e o grupo de cohomologia de deRham complexo H! (V)
formado pelas 1-formas do tipo f(z)dz com f holomorfa, médulo 1-
formas exatas dg com g holomorfa (como Q2 = 0 em dimenséo 1,
todas as formas sdo automaticamente fechadas). Este pareamento
bilinear

Hi(V,C)®c H' (V) —

HJ

é um caso particular da importante dualidade de Poincaré. O teo-
rema de Cauchy é, portanto, um caso particular (mas importante) de
resultados mais gerais em Topologia Algébrica.

Teorema 4.7. Seja v um caminho fechado e simples percorrido no
sentido positivo. Seja f uma fungdo meromorfa com um nidmero
finito zeros e polos no interior de v e suponha que f ndo se anula
sobre v. Entao
1 f'(=)
271 Jy f(2)

dz = Zordp(f)
P

Os dois teoremas seguintes sdo bem mais profundos e suas provas nao
sao tao imediatas quanto as dos teoremas anteriores.

Teorema 4.8 (Aplicagdo de Riemann). Suponha que U & C seja
um subconjunto préprio de C que € simplesmente conexo (i.e.,
m (U) = 0). Fizado zo € U, existe uma dnica funcdo biholomorfa
F:U 5 A(0;1) tal que F(z0) = 0 e F'(2) > 0.

Teorema 4.9 (Little Picard). Seja f € O(C) uma funcdo inteira. Se

existem dois pontos distintos zo, z1 € C que nao pertencem a imagem
de f, entao f € constante.

5 Primeiros exercicios

1. Para cada aberto U c C, seja

M(U) def

{fU — C| f é uma fungdo meromorfa em U}

Mostre que se U é conexo nao vazio entdo M(U) é um corpo, que
contém o dominio O(U).

2. Seja
(z—1)(z—2)(z—3)...( — 100)
(2 +10)(z + 20)(z + 30) ... (z + 100)

f(z) =

Qual o valor de
f'(z)
f(2)

dz?

|z|=10.5

3. Qual o valor de

1 z
L J & g
2mi 2100

|2|=2013

4. Sejam p(z),q(z) € C[z] dois polinémios com degp < deggq. Seja
R > 0 grande o suficiente para que todas as rafzes de ¢(z) pertengam
a A(0; R). Mostre que

=
27d (z— z
lz|=R

para todo a € A(0; R).

5. Seja U = C\{0}.
(a) Prove: nao existe uma fungdo analitica f: U — C tal que
ef(*) = 1/z para todo z € U.

(b)

Seja g: U — C uma fungdo analitica tal que g(z) # 0 para todo
z € U. Considere o inteiro

1 /
1 9,
27 Jjz)=1 9(2)

Mostre que existe uma fungdo analitica f: U — C tal que
el () = g(z)/2z™ para todo z € U.

(a) Seja a € C nao inteiro e seja Qn o quadrado centrado em 0, de
lados de tamanho 2N + 1, cujos vértices sdo (+1 £ ¢)(N + 1/2),
com N é natural. Mostre que

t
im [ e o
N— QN 22 —a?
(b) Mostre que
mecotgmz = — +
g p Z n2

n>1

para todo z € C\Z.

7. Determine todas as fungoes holomorfas f: H — H com pelo menos
dois pontos fixos distintos.

0 1
7= (4 0)
Mostre que se A € M2(R) satisfaz AJ = JA entdo A é o Jacobiano de

alguma fungao biholomorfa (em algum ponto zp). Na notagao , o
jacobiano de f é dado por

8. Considere a matriz

tu o
Jdr 0

oo
ox Oy

9. Nesta questao, vamos encontrar uma férmula explicita para o valor
da fungao zeta de Riemann

1
C2k) = ] n2k
n=1
para inteiros positivos pares 2k em termos dos coeficientes ba,—1 da
expansao em série da fungao cotangente, uma fungao meromorfa impar

com polo simples e residuo 1 nos miiltiplos inteiros nw de m:

1
Zan 1227 n-1_ 1 _2_ 2 _ 22

n=1

cos z) 1

cotg(z) =
sen(z)
Seja N um inteiro positivo grande. Vamos utilizar o contorno de inte-

gracao dado pelo quadrado @ centrado em 0 e de lados de tamanho
2N + 1, cujos vértices sdo (+1 +4)(N + 1/2).



(a) Mostre que existe uma constante C > 0, independente de N,
para a qual

z€EQN = |cotgz| < C
(b) Utilizando o teorema do residuo para o contorno @y e a funcao

f(2) = (cotg z)/22F, verifique que

7r2k ) b2k:—1

¢(2k) = T

Em particular, dos termos iniciais acima, temos que

2 4 4

@)=

6 Funcoes elipticas

Sejam wy,ws € C dois nimeros complexos linearmente independentes
sobre R, como mostra a figura a seguir.

Seja ainda

II={awi +bw2|0<a<1l 0<b<1}

o paralelogramo fundamental associado. Uma fungao f: C — C
é dita duplamente peridédica se, para todo z € C,

f(z+w1) = f(2), f(z+w2) = f(2)

10.
(a)
(b)

Seja f uma funcao duplamente periddica.
Mostre que se f é holomorfa, entdo f é constante.

Mostre que se f nao é identicamente nula, f tem uma quantidade
finita de zeros e polos em II.

Mostre que se f # 0, entdo o nimero de zeros de f em II é igual
ao numero de polos em II (contados com multiplicidade).

(d)

Se ai,...,an, b1,...,by, sd0 respectivamente os zeros e polos de

f # 0 em II, listados com multiplicidade, mostre que
a1+--+ap=br+---+by (modA)

em que A = Zwi @ Zwa é o reticulado gerado por wi,ws2 (i.e., o

subgrupo aditivo de C gerado por wi,ws2).

(e) Mostre que a soma dos residuos de f # 0 em II é igual a zero.
Conclua que nao existe uma fungdo duplamente periédica com

apenas um polo simples em II.

11. Para n > 3, defina

1
Gn = T
weA/ w
em que A’ = AN {0} e A = Zw; ®Zw> (notagao do exercicio anterior).
(a) Mostre que, se d é a menor distdncia entre 0 e o paralelogramo
de vértices +w1, twa, entao
8k
< < 0
= Z (kd)™

k=1

|G|

(b) Mostre que Gy, = 0 se n é {mpar.

(¢) Mostre que, para z fixado e |w| > 0,
1 1

(z—w)?

para alguma constante ¢ e portanto

o(z +Z

( ; )
—w)2 w2
S (z —w) w

[

w2

T wp

converge uniformemente em compactos de C \ A, definindo assim
uma fun¢do meromorfa, a chamada funcao o de Weierstraf3.
Sua derivada 1

weA (Z B w)S

é claramente duplamente periddica.

p'(z) = -

(d) Mostre que p(z) é uma fungdo par e que p’'(z) é uma fungio
fmpar. Sendo f(z) = p(z + wi1) — p(z), verifique que f'(z) = 0,
logo f é constante, e que f(—w1/2) = 0, logo f é identicamente
nula e portanto p(z) é duplamente periédica.

12. (Equacao diferencial de p(z))

Mostre que, para |z| pequeno,
1 (n+1)z"
(z —w) Z wnt2

e portanto p(z) tem expansao de Taylor

1
272 + Z (2n + 1)G2n+222n

n=1

p(z) =

Mostre que, para |z| pequeno,
(0" (2))2—4(p(2))® +60G1p(2)+140Gs = (108G2 —252G8)z% +- - -

Conclua que a expansao acima define uma fung¢ao holomorfa du-
plamente periédica, portanto identicamente nula. Assim,

(¢'(2))? = 4(p(2))* — 60G1p(z) — 140G
Considere a curva projetiva plana complexa
E=2Z(Y%Z —4X3 + 60G4X Z? + 140G Z3) < P2
e a fungao
f-II—>FE
(p(2) : ' (2) : 1)
Z—
(0:1:0)

Mostre que se z,w € II s&o tais que p(z) = p(w), entdo z = tw
(mod A). Conclua que f é injetora.

se z #0
se z=0

(d)

7

13.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(®)
()

(h)

(0)
(p)

(a)

Dado (a : b: 1) € E, mostre que p(z) — a tem dois zeros (con-
tados com multiplicidade) em II e que para um deles ©’(z) = b.
Conclua que f é sobrejetora. Assim, temos que f é uma bijecao,
isto é, FE pode ser identificado com um toro.

Residuos

Mostre que

JOO dr  2m
—wxb+1 3
jw dx w/n
= ————— para n = 2 inteiro
o 1+a™ sen(m/n)
JOO 2 _ /2
_p i+l 2

e} eiaac
j dr=me " *sea>0

_ox2+1

o0
J ST = me “Jasea>0

_oo T2 + a?

© cosw (1l +a)

5 = 3 para a >0
—w (;1;2 + a,2) 2a3e®
© cosx T 1 1
dr = — — — | sea>b>0

jo (22 + a?) (2 + b2) a? —b? (beb ae“)
© gen?
J n2 Tz = /2

0

x© cosx T

_p €T +e T em/2 4 e /2

© rsenx 1
j r = —me % sea>0.

o T2+ a? 2

para 0 < a < 1.

* (logz)? 3
dr = 8
L 1+ 22 ™/
o]
[t E—
o (z2+1)

para0<a <1
sen ma

o
= for0 <a <3
3sen(wa/3) ' ¢



14. Mostre que

27
1 2
f B —
o 1+a2—2acosf 1—a?

se0<a<l1l Esea>17

15. Mostre:
(a)

4 1
b ——df = 5
(b) fo 3+ 2cosf W/\[
(©) J’T adf JQW adf s
C - = =
o a2 +sen26 o 1+4+2a2—cosf +/1+a2
/2 1 2a +1
(d) f 5df = m(2a+1) para a > 0
o (a+sen?0) 4(a? + a)®?
27 1
(e) J ——do =2n//3
0 2—senf
2 1 2mwa
() L (a+bcos€)2d9: (aQ—b2)3/2 para0 <b<a

27

16. Determine (cos0)"df para n € Z par.

0

17. Sejam ¢ > 0 e a > 0. Tomando a integral sobre a linha vertical,
prove
0
z
Taz={ 12

c—ioo  # 1

sea<1
sea=1
ifa>1

1 c+100
2mi
em que a integral é interpretada como

c+100
= lim
i00 T—0o0

c—1

c+iT

c—iT

8 Formas modulares
Considere o semiplano de Poincaré
HYE {zeC|3(2) >0}

Considere ainda o grupo

SLo(Z) = {(‘2 Z) ‘a,b,c,deZ, ad — be = 1}

(a b) def 0z + b
L, &
c d cz+d

é chamado de transformagdo de Mdbius). E

Defina

az +
(o mapa z —
cz +

facil verificar que
S(2)

SO = e

Portanto ze H = ~.-z¢e H.
Seja k € N. Uma forma modular de peso k é uma fun¢ao holomorfa
f: H — C que satisfaz

f (az + b) —(cz+d)*f(z)  para todo (Z 2) € SLy(Z)

cz+d)
e que também é “holomorfa no infinito”: note que z — z + 1 corre-
sponde a uma matriz em SL2(Z), logo f(z + 1) = f(z) e portanto
f(z) admite uma expansdo em série de Fourier

f(Z) _ 2 an627r7lnz
nez
(pense em q = €2™* como uma coordenada local de z = o). Exigimos
que an = 0 para todon < 0.

18. Seja k = 3. Mostre que
def 1
Gi(z) = —
(m’%]Eﬁ (mz + n)k
(m,n)#(0,0)
é uma forma modular de peso k.

19. Seja v € SL2(Z) e denote pelo mesmo simbolo a transformagao
de Mobius correspondente. Mostre que se f(z) é uma forma modular
de peso 2 entao

* (F(2)d2) = f(2)dz
Ou seja, formas modulares de peso 2 correspondem & 1-formas invari-
antes por SLa(Z).

20.

(a) Mostre que a operacdo acima é uma agéo de SL2(Z) sobre H.

(b) Calcule os estabilizadores de z = 1+ 24, z = i, z = >™/% ¢
z = 2™/,

(¢) Mostre que uma transformacdo de Mobius leva circun-
feréncias/retas em circunferéncias/retas. Dica: escreva uma

transformagdo geral como uma composigao de inversdes S(z) =
—1/z, translagdes T'(z) = z + a e homotetias A(z) = cz.

21. Neste exercicio, vamos mostrar que a regiao
R={zeH|-1/2< R(2) <1/2, |2| = 1}

contém um dominio fundamental (i.e. um conjunto de representantes

para as Orbitas) para a agdo do exercicio anterior.

V)
N | =

Para isto, considere os elementos de SL2(Z)

def (1 1 def (0 —1
i) o )
(a) Interprete a acgdo dos elementos S e T sobre H.

(b) Fixe T € H. Mostre que, para qualquer constante L > 0, existe um
numero finito de pares de inteiros (¢, d) tais que |cT+d| < L. Con-
clua que existe um elemento Ag € SL2(Z) que maximiza S(Ar)
(A e SLy(Z)).

(¢) Mostre que —1/2 < R(T™ Ap7) < 1/2 para algum n € Z.

(d)

Conclua que T"AgT € R. Para isto, suponha por absurdo que
|T™ Ao7| < 1; verifique que

S(ST™ AoT) > S(TT ApT)
o que contradiz a escolha de Ag.

e) Mostre que a regido a seguir também é um dominio fundamental
q g g
para a agdo SL2(Z) G H.

(f) Mostre que T e S geram SL3(Z). Dica: considere a agdo de um
ponto interior de R, cujo estabilizador é trivial.

(g) Interprete geometricamente o quociente de H pela agéo de SL2(Z)
como um “disco”. (Na realidade, H é um modelo do plano
hiperbélico. A regido R é um “tridngulo” com vértices em
(+1 +iVv3)/2 e i e as 6rbitas destre tridngulo produzem uma

“triangulizacdo” do plano hiperbdlico.).

22. Seja f # 0 uma forma modular de peso 2k. Mostre que

ordeo (1) + Y - orde(f) = ¢

PeR

em que R é um dominio fundamental como no exercicio anterior,
ep = 2 para P = i, ep = 3 para P = 2™/ o ep = 1 para os
demais pontos.



23. Seja

r<N>={(Z Z)est(Z) a.d=1 (mod N), bc=0 (modm}

o subgrupo de SL2(Z) formado pelas matrizes “congruentes a identi-
dade” médulo N.

(a) Mostre que temos uma sequéncia exata
1 —— I'(N) —— SL2(Z) —— SL2(Z/NZ) —— 1

Conclua que I'(N) possui indice finito em SL2(Z).
(b)

Mostre que os subgrupos

To(N) = {( f;) € SLa(2)

¢c=0 (mod N)}

I (N) = {(Z Z) € SLy(2)

também possuem indice finito em SLy(Z).

Mostre que temos uma sequéncia exata
1 —— I(N) ——= I'g(N) —— (Z/N2)* —— 1
(d) Sejam Ai,...,A, representantes das classes laterais & direita de

To(N) em SL2(Z). Se D < H é um dominio fundamental para a
acdo SL2(Z) G H por transformagdes de Mobius, mostre que

D'=A1-DUAy-Du---UA.-D

é um dominio fundamental para a acdo I'g(N) G H.

24. Mostre que uma matriz A € M2(Z/NZ) possui inverso multi-
plicativo se, e s6 se, det A € (Z/NZ)* (o que, como vimos em algum
exercicio anterior, ocorre se det A = @ com mdc(a, N) = 1). Conclua

que

GLy(Z/NZ) " {A € My(Z/NZ) | det A € (Z/NZ)*}

é um grupo com relacdo ao produto de matrizes.

25. Seja

Temos que I'g(NNV), como subgrupo de SL2(R), age sobre H via trans-
formagdes de Mobius (ver exercicio ‘

(a)
(b)

a,d=1 (mod N), c=0 (mod N)}

11
53
cadas nas fronteiras.
Lo(N) =

{(Z g) € SLy(2)

¢c=0 (mod N)}

Mostre que I'g(11) possui indice 12 em SL2(Z).

Mostre que, na figura a seguir, cada uma das regices A, B, C, D
s&o a unido de trés dominios fundamentais para SLo(Z).

2
2 3

toro:

0 1 1 2 1

3 2 3

. . [ 2 , . . 0 —1
Dica: considere a regiao R’ do exercicio e seja T = (1 _1).
Mostre que A = R’ U TR’ U 2R’
Mostre que a regidao A u B u C u D contém um dominio funda-
mental para a agdo I'g(11) G H.
Considere os seguintes elementos de I'g(11):
1 1 7T =2 8 -3
r=(o) v=(h 3 v-( 3

Mostre que T' é uma translagdo por 1 para a direita e, na figura
a seguir, U leva o interior da circunferéncia de didmetro dado

(e) Mostre que I'g(11) é gerado pelas matrizes T, U, V.

References
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1 2
[=, =], enquanto V leva o interior da circunferéncia de didmetro

i . .
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| no exterior da de didmetro [g, 1], com as orientagdes indi-

Interprete geometricamente este dominio fundamental como um
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